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Resumo

Nesta dissertacao, consideramos trés métodos de primeira ordem com passo fixo para a resolugao aproximada
de problemas de otimizacdo convexa. Sao eles: o método do gradiente descendente, o método de Nesterov
(gradiente descendente acelerado) e o método de Bregman, ou Mirror Descent. Propomos ainda um quarto
método, o Accelerated Mirror Descent (método de Bregman acelerado), concebido como uma versao acelerada
(inspirada no método de Nesterov) do Mirror Descent, analisando duas possibilidades de acelera¢iao: uma
no espago primal e outra no espaco dual. A formulagao apresentada difere da versdo do Accelerated Mirror
Descent introduzida por [KBB15]. Além disso, apresentamos as equagoes diferenciais ordinarias (EDOs)
associadas a cada método, cujas discretizacdesdas das solugdes correspondem as trajetorias dos algoritmos,
incluindo a EDO do Accelerated Mirror Descent. Para esta tltima, demonstramos a existéncia e unicidade de
solugdo dada uma condigdo inicial, bem como a convergéncia dos pontos gerados pelo método em direcao a
trajetéria da solugdo, o que fornece uma prova mais detalhada também para resultados analogos ao método
de Nesterov acelerado. Por fim, realizamos um experimento numérico para avaliar os efeitos das aceleragoes
e da implementacao do paradigma mirror na resolu¢do de um problema de minimos quadrados restrito ao
simplex, em dimensoes baixa (100) e alta (10.000). Os resultados indicam que ambas as estratégias melhoram
substancialmente a convergéncia em alta dimensao.

Palavras-chave: Otimizacao Convexa, Métodos de primeira ordem, Aceleragdo de Nesterov, Divergéncia
de Bregman, Mirror Descent.



Abstract

In this thesis, we consider three first-order methods with a fixed step size for the approximate resolution
of convex optimization problems: the gradient descent method, Nesterov’s method (or accelerated gradient
descent), and Mirror Descent. We also propose a fourth method, the Accelerated Mirror Descent, conceived as
an accelerated version (inspired by Nesterov’s acceleration) of the Mirror Descent; this was done by analyzing
two possibilities for acceleration, one in the primal space and another in the dual space. The proposed method
differs from the Accelerated Mirror Descent version presented by [KBB15]. We also present the ordinary
differential equations (ODEs) associated with each method, i.e., the ODEs whose solution discretizations
correspond to the trajectories of the methods, including the one associated with Accelerated Mirror Descent.
For the latter, we also prove the existence and uniqueness of the solution given an initial condition and the
convergence of the points generated by the method towards the solution trajectory; this provides a more
detailed demonstration of these same results relative to Nesterov’s accelerated method. Finally, we conducted
a numerical experiment designed to evaluate the effects of the accelerations, as well as the implementation
of the mirror paradigm, in solving the least squares problem constrained to the simplex in low (100) and
high (10,000) dimensions, and concluded that both substantially improve convergence in high dimension.

Keywords: Convex Optimization, First Order Methods, Nesterov’s Acceleration, Bregman Divergence,
Mirror Descent.
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Capitulo 1

Introducao

Neste documento consideramos problemas de otimizac¢ao da forma

(P) = {min f(x) ’ P)

re X CR"

sendo f : R®™ — R uma funcao diferenciavel, convexa com gradiente V f L-Lipschitz e X um conjunto
convexo.

Em otimizacdo convexa, especialmente em contextos de larga escala como em Aprendizado de Maquina,
métodos de primeira ordem, isto é, métodos que usam apenas informagoes sobre a primeira derivada da
funcéo objetivo, sdo fundamentais para a resolucao aproximada de tais problemas. Essa relevincia deve-se
ao baixo custo associado a eles (sendo o cdlculo de uma tnica derivada tipicamente a operagio mais custosa
computacionalmente) e & possibilidade de paralelizacao.

Neste trabalho estudamos trés métodos de primeira ordem. O primeiro é possivelmente o método de
primeira ordem mais simples conhecido: o método do gradiente descendente ou Gradient Descent (GD). O
GD executa a cada iteragdo um passo na dire¢do oposta a do gradiente, que representa a dire¢cdo de maior
descida no valor de f; esse passo é chamado de passo do gradiente. O segundo é o método do gradiente
acelerado de Nesterov ou Accelerated Gradient Descent (AGD) ([Nes83]). O AGD opera da mesma forma
que o GD, mas com a introdugdo de um passo a mais a cada iteracdo: um passo de momento, usado para
acelerar a convergéncia e atingir a taxa 6tima de convergéncia O(1/k?), onde k é o ntimero de iteragdes
realizadas; este método tem aplicagoes em diversos problemas, como pode ser visto em [BT09], [NesO5] e
[Nesi3]. O terceiro é o método de descida do espelho ou Mirror Descent (MD), de Nemirovski e Yudin
(INY83b]), que representa uma importante generalizagdo do GD para geometrias ndo euclidianas, como é
explicado em [NY83b] e [BT03]. Ele executa o mesmo passo do gradiente do GD, mas no espago dual, o
espaco dos funcionais lineares continuos sobre elementos de R™ (ao qual o gradiente de fato pertence), e
com varidveis duais obtidas através de um difeomorfismo que chamamos de mapeamento espelho ou mirror
map. Este método também tem diversas aplicagdes em otimizagao convexa ([BTNO1], [BTMNO1], [INT11])
e otimizagdo online ([BCBT12], [CBLO6]).

Propomos ainda um quarto e novo método, o Accelerated Mirror Descent (AMD), que implementa
uma aceleragdo para o MD inspirada na aceleragdo de Nesterov para o GD, unindo vantagens das duas
abordagens. Vale a pena ressaltar que existem outros métodos como o AMD, que visam acelerar o MD
([KBB15], [WW.J16)).

Varios métodos de otimizagdo podem ser vistos como discretizagdes de solugoes de equagtes diferenciais
ordindrias (EDOs); vamos formalizar isso mais adiante, mas a ideia é que um método é a discretizagdo de
uma EDO quando a trajetéria definida pelos pontos gerados por ele tende a uma solucao da EDO conforme
refinamos seus passos. Essa ligacdo nos permite aproveitar teoria das EDOs para analisar esses métodos
(quanto as suas convergéncia, estabilidade ou interpretagdo) ou mesmo desenvolver outros algoritmos de
otimizagao (a partir de discretizagtes diferentes, por exemplo) e ji foi usada para resolver aproximadamente
problemas de otimizagdo com restrigdes ([Blo94], [BBB89], [HM12]) e sem restri¢oes ([SS00]). Neste trabalho,
explicitamos as EDOs associadas aos métodos GD, AGD e MD. Também derivamos a EDO da qual a
discretizagdo da solugdo deve corresponder ao AMD proposto e provamos que 1) esta EDO tem uma tnica



solucdo e 2) o AMD de fato converge para esta solucdo. Este é, na verdade, o objetivo central deste trabalho:
desenvolver um método que complete o conjunto de algoritmos obtidos pela combinacao ou nao de dinamicas
de aceleragao e de mapeamento espelho, alcangando assim uma aceleragdo do MD ou, de forma equivalente,
uma generalizacdo do AGD. Toda a construgdo é guiada por uma perspectiva unificadora, que integra de
maneira sistematica a teoria das EDOs a formulagao e analise de algoritmos de otimizagao.

O apresenta defini¢oes e resultados usados ao longo de todo o documento. Os métodos GD,
AGD, MD e AMD sao detalhados nos capitulos[3] [4] [f] e [f] respectivamente. Para cada método, apresentamos
primeiro a sua versao para problemas sem restrigao (isto é, para X = R™) e depois sua versio projetada, usada
para resolver o problema com restricdo. As EDOs associadas sdo incluidas em secoes especificas em cada
um destes capitulos. As demonstragoes relativas & EDO associada ao AMD se encontram no @)
[Capitulo 8trata de um experimento numérico conduzido para comparar as convergéncias dos quatro métodos
ao resolver o problema de minimizacdo de minimos quadrados no simplexo em dois espagos de dimensoes
diferentes.

Todas as imagens foram produzidas pelo autor usando a biblioteca Matplotlib [Pyt23] para a linguagem
de programagdo Python [Hun07] (os cédigo estd disponivel em https://github.com/josearthursouza/
Dissertacao) e o site Mathcha [Mat25] (para os diagramas em Tikz/KTEX).
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Capitulo 2

Definicoes e resultados gerais

Neste capitulo apresentamos defini¢coes e resultados chave para o desenvolvimento deste trabalho. Trazemos
também um vislumbre de como cada objeto e resultado aparecera nos préximos capitulos e a importancia
deles nesta dissertacao.

2.1 Norma, Espaco Dual e Norma Dual

Uma das maiores motivagoes para a defini¢do e uso do Mirror Descent esté relacionada ao uso de diferentes
normas em problemas especificos e o espago e norma duais associados a elas. A seguir, exibimos as defini¢oes
de norma, espaco dual e norma dual, bem como defini¢bes auxiliares, resultados relacionados e os exemplos
mais comuns destes.

Defini¢cdo (Norma). Seja X um espago vetorial sobre R. Uma norma em X é uma fungio -] : X — R
satisfazendo

1. ||z|| > 0 para todo v € X e ||z]| =0 z=0;

2. |lax|| = |a|||z|| para todo escalar a; e

3. |z +y| < =] + |yl para todos x,y € X.

Um espago vetorial equipado com uma norma é chamado espago normado.

A norma captura a nocdo de “tamanho” de um vetor e diferentes normas podem ser mais ou menos
adequadas em diferentes contextos.

Exemplo. Para 1 < p < oo, as normas £, sdo definidas por

n 1/p
=]l = <lez‘p> ~

i=1
Alguns casos particulares notdveis sao
e U5, a norma euclidiana, definida por ||z||, = /> 1y x3; €
o (1, a norma da soma, definda por ||z||, = >0 |zl
Exemplo. A norma s € definida por
ol = max foi.
FEla representa o limite da norma ¢, quando p — oo e é também chamada de norma do mdzimo.

No caso de otimizagao sobre o simplexo, em problemas cujas variaveis sao distribui¢ées de probabilidade
por exemplo, a norma #; pode ser mais natural do que a norma euclidiana, a qual estamos mais habituados.
O fato a seguir garante que para qualquer norma, uma simples multiplicacado serve de normalizagao.
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Fato 2.1. Seja ||| uma norma definida sobre X, um espago vetorial qualquer. Entdo para todo x € X,

temos
T

[l
Demonstracdo. Pela propriedade 2. da definicdo de norma, temos

1
| el = 1 =1

]

xT

]

Além da norma, o conceito de espaco dual — e consequentemente o de norma dual também — serd de
suma importancia para a propria definicdo do MD. As préximas duas definigdes introduzem formalmente
esse conceito.

Definicao (funcional linear). Seja X um espago vetorial. Uma aplicagio T : X — R é chamada de funci-
onal linear se para todos x,y € X e a € R satisfaz

1. T(x+y) =T(x)+T(y); e

2. T(ax) = oI (x).
Definicao (Espago dual). O espago dual X* de um espago normado X € o conjunto de todos os funcionais
lineares continuos ¢ : X — R.

Ao introduzirmos o Mirror Descent, veremos que o gradiente de uma funcdo f em um ponto z € X nao
é (pelo menos, nao em geral) um elemento de X, mas sim do espago dual X*.

Exemplo. Em um espago de Hilbert H, isto €, um espago vetorial dotado de produto interno (-,-), o teorema
de Riesz estabelece que H* é isometricamente isomorfo a H através do mapeamento y — (y, ).

O teorema de Riesz nos garante que ao realizar um passo do gradiente no Gradient Descent num espago
de Hilbert, podemos somar tranquilamente um vetor do espaco dual a um vetor do espaco primal. Num
espago qualquer, no entanto, isso nao é possivel, o que nos leva ao Mirror Descent. Quando estabelecermos
o MD, vamos nos certificar de que elementos de espagos diferentes, primal e dual, ndo sejam somados entre
si.

Definido o espaco dual, podemos agora definir a norma dual, a norma natural a ser usada no espaco dual,
induzida pela norma usada no espago primal.

Definicdo (Norma Dual). Para cada ¢ € X*, sua norma dual é definida por

lell, = sup |o(z)|.
o<1

Da mesma forma que a norma primal, a dual mede o tamanho dos elementos do espago dual. Geome-
tricamente a norma dual representa o valor maximo que um funcional ¢ pode atingir (em maédulo) ao ser
aplicado a vetores da bola unitaria do espaco primal X. Em outras palavras, ela mede o méximo que o
funcional “deforma” ou “estica” a bola unitaria de X ao mapea-la em R.

Exemplo. Para 1 < p < oo, as normas duais relativas as normas £, sdo as normas £y, onde % + % =1.
Um caso particular importante € a norma euclidiana ¢2, que é auto dual, isto é, dual de si mesma.

Exemplo. A norma ls € dual da norma €1 e vice-versa.

O fato a seguir serd fundamental ao longo desta dissertagdo e é uma generalizacdo da desigualdade de
Cauchy-Schawrz (quando a norma é a euclidiana).

Fato 2.2. Seja ¢ € X* um funcional linear sobre X, um espago dotado de norma ||-||. Entdo para todo
r € X, vale

() <ol [l -

Demonstraggo. pela definicdo de norma dual, temos que |||, > |e(x/ ||z|))|, pois ||z/ ||z]||| = 1 (fato .
Pela linearidade de ¢, temos entdao que ¢(x/ ||z||) = ¢(z)/ ||z||, 0 que nos leva a

p(x) = e/ [lz]) Izl < le/ D] < llell, ] -
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2.2 Continuidade e Diferenciabilidade

Os conceitos de continuidade e diferenciabilidade sdo fundamentais em otimizagdo e analise e sdo usados
diversas vezes neste trabalho.

Uma funcgao continua, por definicdo, é aquela em que pequenas variagoes no dominio resultam em pe-
quenas variacdes na imagem. Na verdade, um pouco mais do que isso, é aquela em que, com uma variagao
tendendo a zero no dominio, alcangamos uma variacdo também tendendo a zero na imagem. Essa ideia é
formalizada a seguir.

Definicao (Continuidade). Sejam (X, ||| ) e (Y, |‘|ly) espagos normados. Uma fungio f : X — Y €
continua em rg € X se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

[z —zollx <0 = |If(2) = fzo)lly <e
Dizemos que f é continua em X se for continua em todos os pontos de X.

Dada essa definicdo, temos o seguinte resultado que estabelece uma caracterizagdo importante para
fungbes continuas.

Teorema 2.3. Sejam (X, |||x) e (Y, |lly) espagos normados. Uma funcdo f : X —Y € continua em x
se

lim f(y) = f(@)-

Esse teorema garante que o valor de uma fung¢éo continua em z avaliada em z coincide com o limite da
fun¢do em x. De maneira mais intuitiva, podemos pensar que uma funcao é continua em um ponto se ela nao
tem um “salto” de valor nesse ponto. Por extensao, uma fun¢do é continua se ela ndo tem nenhum “salto”
em nenhum ponto do seu dominio.

Todos os algoritmos estudados neste trabalho levam em consideracao o gradiente da funcéo a ser otimi-
zada, que nada mais é do que a sua derivada. A seguir formalizamos o conceito de funcdo diferencidvel e
derivada. Vamos usar a defini¢do de Fréchet aqui, pois ela evidencia que a derivada deve pertencer ao espaco
dual.

Definicao (Fréchet Diferenciabilidade). Uma funcio f: X — Y é diferencidvel em x € X no sentido de
Fréchet (ou Fréchet-diferencidvel) se existe um operador linear limitado A : X —'Y tal que

o 15+ h) = f(@) = Ablly

=0.
h—0 121l x

Neste caso, escrevemos A = V f(z) e dizemos que Vf(x) € a derivada de Fréchet de f em x. Dizemos
que f € diferencidvel em X se for diferencidvel em todos os pontos de X.

Observagao. Nesta definicio, h — 0 significa que tomamos uma sequéncia de pontos cujo limite € 0. Ndao
confundir com vetores de mesma diregio e sentido com tamanho tendendo a zero (como é no caso de derivada
direcional).

Essa derivada é diferente da derivada mais usual: a derivada de Gateaux. A derivada de giteaux mede,
para cada v, a variacdo da funcdo ao longo da direcdo v, sendo, portanto, uma generalizacdo da derivada
direcional. No R™, quando dispomos de produto interno e a derivada de Gateaux satisfaz condi¢bes de
linearidade, costumamos pensar nessa derivada tomada em um ponto 2 como o operador (V& f(x),-), onde
VEf(x) = (De, f(x), De, f(2),...,De, f()),-), sendo e; o i-ésimo vetor candnico. Nesse caso, o gradiente
V& f(z) é visto também como um vetor do R™, o espaco primal, o que é possivel gracas ao teorema da
representacao de Riesz. E dessa forma que o GD usa o gradiente.

A derivada de Fréchet, por sua vez, é entendida como uma derivada no sentido de operador linear. Ela
exige que a aproximacdo da funcdo por esse operador seja valida uniformemente em todas as diregoes ao
redor do ponto considerado. Em espagos normados, toda funcao Fréchet-diferencidvel é também Gateaux-
diferencidvel, mas o contrario nem sempre é verdadeiro. Além disso, a derivada de Fréchet nem sempre
corresponde a um vetor no espago primal: ela é um elemento do espago dual. Isso exige que as operacgoes
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feitas com gradientes no GD sejam ajustadas ao espaco dual, o que nos leva ao Mirror Descent, onde o
gradiente é tratado como um funcional dual e 0 mapeamento de volta ao espago primal é feito com o auxilio
de uma fungao espelho.

Uma fungao ser Fréchet-diferenciavel em um ponto ou em um conjunto implica sua continuidade nesse
mesmo ponto ou conjunto.

Quando a derivada de Gateaux é representavel como vetor — como no caso euclidiano — esse vetor aponta
na direcao de maior crescimento da funcdo. Além disso, com essa representacao, podemos usar o gradiente
para classificar vetores como diregoes de subida ou de descida simplesmente verificando se sua correlagao
com o gradiente é positiva ou negativa. O teorema e o corolario a seguir expressam essa mesma ideia para
a derivada de Fréchet, usando, em vez do produto interno com o gradiente, a aplicaciao do gradiente (como
operador, dada a definigdo) sobre um ponto a se avaliar.

Teorema 2.4. Seja f : X — R Fréchet-diferencidvel em © e y € X tal que Vf(x)(y) < 0. Entao, existe
d > 0 tal que para todo o € (0,0)

f@+ay) < f(z).
Demonstracdo. Pela diferenciabilidade de Fréchet, tomando h = ay com o — 07 temos

i (@t ay) — f@) —aVix)y] _

0.
a—0* allylx

Isso implica que para qualquer € > 0, existe d. > 0 tal que para todo « € (0,0, ), vale

|f(z +ay) — f(z) —aVf(z)y| <eallylx
= |f@+ay) - [f(@)] = |aV(x)y] <eallylx
= [fle+ay) <[f(@)]+ [V @)y +exllylx -

Vi(®)y
2[lyll »

Fazendo e = — > 0, obtemos que para todo « € (0, d,),

fle+ay) < flz)+aVf(@)y+ealylly = fl) +a (Vf(:r)y + W)

= f(z)+a (;Vf(:r)y> < f(x). |

Ou seja, se um vetor y é negativamente correlacionado (mas néo n sentido de produto escalar) a derivada
Vf(xz) de uma fungdo f num ponto x ou, equivalentemente, positivamente correlacionado ao oposto da
derivada —V f(z), entdo esse vetor representa uma diregdo de descida de valor para a fungdo f. Por ser
linear, o gradiente define assim um plano separador que divide os vetores entre direcdes de descida e de
subida para a fungdo no ponto onde ele é tomado. O prdéximo corolario apresenta uma pequena varia¢io
do teorema anterior e sua demonstragao se da praticamente da mesma maneira, apenas invertendo alguns
sinais.

Corolario 2.5. Seja f : X — R Fréchet-diferencidvel em x e y € X tal que Vf(x)y > 0. Entdo, existe
d > 0 tal que para todo « € (0,9)

flz+ay) > f(z).

Além desses resultados, vale destacar que valem também resultados classicos de célculo para a derivada de
Fréchet que usaremos neste trabalho. Sao eles: Teorema Fundamental do Calculo, Teorema do Valor Médio,
Teorema do Valor Intermedidrio ([Dielll,[ABO6], [Zeil12]), Teorema da Fungdo Inversa ([Lan12], [AP95]), e
regras operacionais como linearidade da derivada, regra do produto e do quociente e regra da cadeia ([Dielll,
[ABO6], [Carl2]).

2.3 Convexidade

A convexidade desempenha um papel fundamental em otimizacdo, pois assegura que todo minimo local seja
também um minimo global. Além disso, ela permite alcangar aproximagdes do minimo global por meio de
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métodos iterativos baseados em decisoes locais, como os analisados aqui. Nesta secio, exploramos conjuntos
e funcdes convexas, bem como variantes importantes, como fungoes estritamente convexas e fortemente
convexas. Iniciamos com a defini¢do de conjuntos convexos.

Defini¢ao (Conjunto convexo). Um conjunto X C R™ é dito convexo se para quaisquer x,y € X e qualquer
t € [0,1], vale que
tr+ (1—t)y e X.

Isto significa que o segmento de reta ligando x a y estd inteiramente contido em X .

Combinagoes de = e y da forma tx + (1 — t)y, com t € [0,1] sdo chamadas de combinagdes convexas
e definem pontos do segmento de reta que une os dois pontos (mas nao da reta toda passando pelos dois
pontos). Intuitivamente, um conjunto convexo é aquele que ndo tem buracos ou sobressaléncias ou ainda
aquele cuja fronteira estd sempre “curvada para dentro”, como uma bola.

Exemplo. Bolas fechadas, definidas por B,(x) = {y € R"|||ly — z|| < r}, onde = é o centro da bola e r seu
raio, sGo convexas.

Exemplo. Hiperplanos, definidos por H = {x € R"|Axz = b}, sdo convexos.
Exemplo. semiespacos, definidos por HY = {x € R"|Axz < b}, sdo convexos.

Exemplo. O simplezo n-dimensional, definido por

A"_lz{xER"|xi20,Zmi:1},

i=1
€ convexo.

Prosseguimos agora com a definicdo de funcbes convexas e duas de suas versdes mais fortes. Neste
trabalho, a convexidade da funcdo objetivo f garante a existéncia de solugdes aproximadas por métodos
iterativos. Ja a convexidade estrita da fungdo geradora usada no mapeamento espelho (em Mirror Descent)
assegura a injetividade do gradiente, enquanto a convexidade forte dessa mesma fungdo permitira relacionar
distancias em coordenadas duais e primais.

Definicdo (Fungdo convexa). Seja X um conjunto convero. Uma fungio f : X — R ¢é dita convexa se
para quaisquer x,y € X et € [0,1] vale

[z + (1 =t)y) <tf(z)+ (1 =) f(y).

Definicdo (Fungio estritamente convexa). Seja X um conjunto convexo. Uma fungdo f : X — R ¢é estri-
tamente convexa se para quaisquer x,y € X comx #y et € (0,1) vale

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y)

Definicdo (Funcdo fortemente convexa). Seja X um conjunto convero. Uma func¢io f : X — R é v-
fortemente convexa se para quaisquer x,y € X et € [0,1] vale

Fltz+ (1= t)y) < tf(@) + (L= Df(y) = 5ta =D e —y|°.

Assim, uma func¢ao f definida sobre X é convexa se para todo par de pontos z,y € X, o grafico de
f no intervalo (z,y) fica abaixo ou coincide com o segmento de reta que liga (z, f(z)) e (y, f(y)). Para
convexidade estrita, o grafico deve ficar abaixo do segmento, sem coincidir com ele (exceto nas extremidades).
Para convexidade forte, o grifico da funcdo f deve ficar abaixo ou coincidir com uma certa parabola (ndo
s6 um segmento de reta) que une os pontos (z, f(x)) e (y, f(y)). Notemos que convexidade forte implica em
convexidade estrita, que por sua vez implica em convexidade simples.

Para fungoes diferencidveis, temos as caracterizagoes dadas pelos proximos teoremas.
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Teorema 2.6. Seja X um conjunto convexo. Uma funcio f : X — R diferencidvel é convexa se, e somente
se, para quaisquer r,y € X,

fy) = f(z) + V(@) (y — ).

Teorema 2.7. Seja X um conjunto convexo. Uma funcio f : X — R diferencidvel € estritamente conveza
se, e somente se, para quaisquer x,y € X, com x # y,

fly) > f(z) + Vf(z)(y — ).

Teorema 2.8. Seja X um conjunto convexo. Uma funcio f: X — R diferencidvel é v-fortemente conveza
se, e somente se, para quaisquer x,y € X,

F) = f@) + V@) y— )+ 5 ly - alf

Ou seja, uma funcdo f diferencidvel é convexa se o grafico de f fica acima ou coincide com o grafico de
qualquer hiperplano tangente definido pelo gradiente. Para convexidade estrita, o grafico deve ficar acima
de qualquer hiperplano, sem coincidir com ele exceto, é claro, nos pontos onde as derivadas que os definem
sdo tomadas. Para convexidade forte, o grafico de f deve ficar acima de uma certa quadratica com mesmo
valor e mesmo gradiente no ponto x.

Para funcoes de classe C?, isto é, duas vezes diferencidveis, com derivadas de segunda ordem continuas,
temos ainda as caracterizagoes dadas pelos proximos teoremas.

Teorema 2.9. Seja X um conjunto convexo. Uma fungdo f : X — R duas vezes diferencidvel é conveza se,
e somente se, para qualquer ¥ € X, V2 f(x) é semidefinida positiva.

Teorema 2.10. Seja X um conjunto convexo. Uma funcgio f : X — R duas vezes diferencidvel € estrita-
mente conveza se, e somente se, para qualquer x € X, V2 f(x) é definida positiva.

Teorema 2.11. Seja X um conjunto convero. Uma funcio f : X — R duas vezes diferencidvel € v-
fortemente conveza se, e somente se, para qualquer x € X, V2 f(x) — vI é semidefinida positiva.

A positividade definida da Hessiana V2 f(z) implica que o gradiente V f(z) é injetivo em torno de x, o
que significa que variagoes em x resultam em variagoes em todas as direcbes possiveis no gradiente. Assim,
se f é estritamente ou fortemente convexa, seu gradiente define um difeomorfismo entre o dominio X e a
imagem f(X).

As defini¢bes e caracterizagoes desta secao estao resumidas na

Convexidade Definigao fect fec?
Simples fllz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 -t)f(y) | f) = flx) + VI(@)(y — ) V2 f(z) = 0
Estrita | f(to+ (1 )y) < t£(@) + (1— )f(y) | 1) > £() + V(@)(y — o) V2 f(z) - 0

Forte fltz+ (L =t)y) <tf(e) + (L= 0)f(y) | fy) > f@) + V@) ly—2)+ 5y -l | V() =vI
5t =)y —z|*

Tabela 2.1: Tabela recapitulativa das nogoes de convexidade.

2.4 Conjuntos de Nivel

A ideia de conjuntos de nivel, apesar de nao ser central aqui, é bastante util para entendermos mais facilmente
alguns resultados. Nesta secdo exploramos este objeto e algumas de suas propriedades, em especial no
contexto de otimizacao convexa.

Definicdo (Conjunto de nivel). Dada uma fungio f : R™ — R, definimos os conjuntos de nivel de [ para
um valor ¢ € R como
Le(f) ={z e R" | f(z) < c}.
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No caso de fungdes convexas, os conjuntos de nivel possuem uma propriedade especial, estabelecida pelo
teorema a seguir.

Teorema 2.12. Seja X um conjunto convexo e f : X — R é uma funcdo convexa, entdo para todo c € R, o
conjunto de nivel L.(f) é um conjunto convexo.

Demonstragio. Sejam x,y € L.(f), isto é, tais que f(z) < c e f(y) < c¢. Entdo, pela definicdo de fungio
convexa, para todo t € [0,1],f(tx + (1 — t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y) < tc+ (1 — t)e = ¢ de forma que
tr+ (1 —t)y € L.(f). Como z e y sdo pontos arbitrarios, isso vale para qualquer par de pontos pertencente
a L.(f), o que caracteriza a convexidade de L.(f). |

Os fatos a seguir tratam da relagdo entre os gradientes e os conjuntos de nivel de uma fun¢do convexa.

Fato 2.13. Sejam X um conjunto convezo e f : X — R uma fungdo convexa. Sejam ¢ € R qualquer e x € X
um ponto tal que f(x) = c. Entdo para todo y € L.(f),

Vf(z)(z—y) > 0.

Demonstragao. Seja x tal que f(x) = ¢. Suponhamos por absurdo que exista y € L.(f) tal que V f(z)(x —
y) < 0. Entdo Vf(z)(y — x) > 0 e ai, pelo coroldrio com a > 0 pequeno o suficiente, o ponto
Y =z+aly—z)=(1-a)z+ay € L.(f) é tal que f(y') > f(x) = c¢. Mas isso é um absurdo, pois ¢y’ € L.(f)
e deveria satisfazer f(y') < c. |

Geometricamente, quando vemos o gradiente V f(z) como um vetor, isso significa que ele aponta sempre
“para fora” do conjunto de nivel para o valor f(z). Além disso, ele define um hiperplano que divide o espago
em dois semiespacos, sendo que um deles contém o conjunto de nivel inteiro.

Fato 2.14. Sejam f :R™ — R continua e diferencidvel e X C R"™ convezo e fechado. Entdo

y*eargrrg;(lf(w) = VYyeX,Vfy )y —y) <0.

Demonstragio. Seja y* € argmingex f(x). Suponhamos por absurdo que exista y € X tal que V f(y*)(y* —
y) > 0. Entéo, pelo coroldrio com um « > 0 pequeno o suficiente, o ponto ¥’ = y* + a(y* — y), que
pertence a X pela convexidade do conjunto, é tal que f(y') < f(y*), o que é absurdo, pois y* deveria ser
minimizador de f. |

Isso implica que o ponto minimizador do Problema [P] sujeito a restri¢do @ € X, deve satisfazer uma das
seguintes condigoes de otimalidade:

1. Vf(y*) =0, ou
2. Vf(y*)(y —y*) > 0 para todo y € X, com y* na fronteira de X.

Essa caracterizagao é andloga & descrita no Fato 2.13] para conjuntos de nivel.

Geometricamente, quando visto como vetor, o oposto gradiente V f(z*) indica a dire¢cio de maior de-
crescimento da fungdo. No segundo caso, como o ponto 6timo z* situa-se na fronteira de X e esse vetor
aponta para fora do conjunto, ele ndo pode ser melhorado por movimentos viaveis dentro de X. E como se
o gradiente tentasse “empurrar” o ponto 6timo para fora de X', mas ndo pudesse por conta da fronteira.

Embora a reciproca também seja valida, neste documento interessamo-nos apenas pela implicagao direta.
Essa propriedade sera fundamental para demonstrar a existéncia e unicidade de uma certa projecao.

2.5 Funcoes Lipschitz

Por fim, nesta se¢ao definimos e exploramos o conceito de fungao Lipschitz, que serd importante em varios
momentos para controlar distdncias ou tamanhos de gradientes, assegurando convergéncias, além de garantir
a aplicagdo de importantes teoremas de teoria das EDOs (Picard-Lindeof e teorema da dependéncia continua
nas condigdes iniciais).
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Definicao (Condicao de Lipschitz). Sejam (X, |-||y) e (Y, []-|ly) espagos normados. Uma fungdo f: X =Y
é L-Lipschitz em torno de xog € X se para todo x em uma vizinhanca de xg, vale que

1 (z) = f@o)lly < Lllx—wolly -
Dizemos que f é L-Lipschitz em X se o for em todos os pontos de X.

Uma funcdo f ser Lipschitz significa que ela varia de maneira controlada, sem que seu valor mude
drasticamente com pequenas mudancgas nas varidveis. Se f for (Fréchet) diferencidvel, o seu gradiente em
um ponto x pode ser usado como uma aproximagcao para f em torno de x, nos permitindo medir variagoes em
uma vizinhanga de z. Lembrando que a norma dual do gradiente mede a maior transformacao (em médulo)
sobre vetores unitarios, podemos uséa-la para elaborar uma caracterizagao da condicdo de Lipschitz, como no
fato a seguir

Fato 2.15 (Caracterizagdo via derivada). Sejam (X, - ||x) e (V.| - |ly) espagos normados e f : X =Y
uma fungao diferencidvel. Entdo f € L-Lipschitz em torno de xq se, e somente se,

IVf(@o)llex,y) < L,

onde ||V f(zo)llz(x,y) denota a norma de operador da derivada de f em xo.
Além disso, f € L-Lipschitz em X se, e somente se,

IVf(@)llcxyy <L para todo x € X.

Demonstragio. (=) Suponha que f é L-Lipschitz em X. Queremos mostrar que ||V f(z)|z(x,y) < L para
todo z € X.
Seja x € X arbitrario. Como f é Fréchet diferencidvel em z, existe um operador linear limitado V f(z) :

X — Y tal que
' ) = f(@) = V@ W)y

=0.
h—0 171l x

Mais precisamente, para qualquer € > 0, existe ¢ > 0 tal que se ||h||x < J, entdo

I[f(x+h) = flx) = VI@)(h)y
17l x

<eE.

Agora, para qualquer h # 0 com ||h||x < J, temos pela desigualdade triangular

IVf(@)(W)ly < If(z+h) = f@)lly +[1f(@+h) = fl) = VI@@)(h)]y.
Dividindo ambos os lados por ||h]|x

V@) Wlly  [f@+h) = f@)lly  [f@+h) = f@) = V@) 0y
Ipllx 1Pl x 12l x '

Como f é L-Lipschitz, temos

1@ th) — f@lly <Llz+h—aly=Llaly = WEEN=I@ly g

Al x a

Além disso, pela diferenciabilidade de Fréchet, o segundo termo é menor que € para ||h| x suficientemente
pequeno. Portanto
IVf (@) (R)lly

1Pl x

Agora, para qualquer vetor unitdrio u € X (isto é, |Jul|x = 1), tome h = tu com 0 < ¢ < . Entdo

V(@) (tw)lly [tV (@) (w)lly
[[tu]l x t

<L+e.

= Vi@ (w)lly < L+e.
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Como & > 0 é arbitrdrio, concluimos que ||V f(z)(u)||y < L para todo vetor unitdrio u € X. Portanto

IVf(@)llexyy = sup [[VF(2)(u)lly < L.

lullx =1

(<) Suponha que ||V f(z)||z(x,y) < L para todo z € X. Queremos mostrar que f é L-Lipschitz.
Sejam x,y € X distintos. Considere o segmento [z,y] = {z + t(y — z) : t € [0,1]} e defina a fungdo
¢ :[0,1] =Y por
o(t) = f(z +t(y — ).
Pela regra da cadeia para derivada de Fréchet, ¢ é diferencidvel em (0,1) e
¢(t) = Vi@ +tly —2)(y— ).
Agora, pela desigualdade triangular e pela hipétese sobre a norma da derivada

le'@lly = IVf(z+ty —2)(y = 2)lly < V(@ +ty—2)lexy) - ly—zlx < Llly - 2llx.

Para concluir, usamos o teorema fundamental do calculo para fungées vetoriais com valores em espagos
de Banach. No nosso caso, como f é Fréchet diferenciavel, ¢ é diferenciavel e portanto continua, e sua
derivada ¢’ é limitada por L|y — z||x. Assim

1
ﬂwff@%:ﬂbfwm%:Agﬂwﬁ

Tomando normas e usando a propriedade da integral

1 1 1
- - '(t) d ')y d Llly — | x dt = Llly — =] x.
1£) — F@)lly ”Aw@ty<A|¢®ht<A ly— ellx dt = Ly — 2l x

Portanto, f é L-Lipschitz em X. |

Também podemos provar que toda func¢do Lipschitz é continua. Além disso, o teorema de Rademacher
([Eval8]) garante que se X = R™ e Y = R™ para n,m € N quaisquer, entdo f : X — ) ser Lipschitz implica
que f é diferenciavel em quase toda parte. Para espacos normados gerais, contudo, essa conclusdo nao vale
sem hipoteses adicionais: é necessario que o espago de chegada satisfaca a propriedade de Radon—Nikodym
ou que seja separavel, por exemplo ([Bat93]).
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Capitulo 3

Gradient Descent

Neste capitulo, apresentamos o método do gradiente descendente, ou Gradient Descent. Neste capitulo e no
proximo, vamos assumir que a norma usada € a euclidiana, de forma que faga sentido pensar no gradiente
de uma fungdo como um vetor primal e somé-lo ou tomar seu produto interno com outro vetor primal.

3.1 Definicao e interpretacoes

O Gradient Descent (GD) é um algoritmo iterativo bastante conhecido, usado para resolver o problema de
otimizagao convexa [P} O algoritmo funciona escolhendo-se um ponto vidvel zy € R" e, para cada iteragao,
isto é, para cada k, resolvendo o problema

. 1
Tp41 = argmin {n(Vf(xk),x> + 3 |z — xk||§} , (3.1)

onde 1 > 0 é chamado de tamanho de passo ou taxa de aprendizado.

Fazer xp11 = xr — oV f(xg), isto é, mover-se na diregdo de —V f(xy) (a dire¢do de maior descida de f
em xy), diminui o termo n(V f(zx),z) de maneira proporcional tanto ao tamanho « do passo dado quanto
ao tamanho de 7, o que contribui para a minimizacdo da expressdo. No entanto, afastar-se de xj em
qualquer direcdo aumenta o termo % e ﬂCchg na proporc¢ao do quadrado do passo dado, o que prejudica
a minimizacao. O equilibrio entre os termos é determinado pela taxa n; quanto maior, mais vale a pena se
mover na dire¢io —V f(x). O problema entdo consiste em encontrar o tamanho étimo do passo a ser dado
na direcio de —V f(xzy) e a ideia por tras do algoritmo é, na iteragdo k + 1, atualizar o ponto anterior xy
movendo-se nesta dire¢do, mas sem afastar-se muito de xy.

Aqui estamos definindo o método com um passo de tamanho 7 fixo. O método pode ser adaptado para
que o tamanho do passo varie em cada iteragao. Uma alternativa popular é fazer o passo variar conforme a
relacdo ng o< 1/k, que permite que passos maiores sejam dados no comego e tem um refinamento com o passar
do tempo, mas sem limitar o espaco de busca (j4 que a série harmonica é divergente). Outras alternativas
podem ser desenhadas para cada método de maneira mais étima. Além disso, alguns algoritmos otimizam
o tamanho do passo a cada iteracdo. Essas otimizacoes secundarias sao as chamadas buscas lineares ou line
searches, como a de Armijo ([Arm66]), Goldstein-Price ([Gol65]) e Wolfe ([Wol69] e [Wol71]).

Seja gr(z) = n(Vf(zx),z) + 5 ||z — xk||§, a funcdo a ser minimizada no tempo k£ + 1. Entdo o método
pode ser escrito como

T+1 = argmin gk ().

Notemos que, como 7 > 0, minimizar g é o mesmo que minimizar

g/ = {VSa).a) + 5l = ol = (VS ).} = fa) + (21,7 o — 2 + f(xk)> .

Escrito como um problema de minimizac¢do de gi/n, o GD é equivalente ao método do ponto proximal
aplicado & aproximagdo linear de f introduzido Rockafellar [Roc76] e Martinet [Mar70].
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Para cada k € N, o primeiro termo é a aproximagao linear de f no ponto zj e o segundo termo é uma
funcao quadratica cujo minimo é xj, que funciona como uma fungdo de penalizacdo segundo a distancia do
ponto atual. Por esta 6tica, o método busca minimizar a aproximagao linear da fun¢do f, mas com o cuidado
para nao se afastar muito, o que faz bastante sentido na verdade, ja que a aproximacao é local, isto é, s6 é
boa perto de onde ela é tomada.

Apesar de g ser uma simples fungdo quadratica, a formulagdo mais usual do GD néo é a escrita como
um problema de minimizacao de g em cada tempo k, mas sim a que contém a sua solugdo explicita. O
ponto xy41 que minimiza g deve ser tal que

1
= o (n(vf(wk)’xmﬁ ~5 Zrt1 — $k||2>

=nVf(wg) — Tpy1 + Tk
Ou seja, para todo k, xy41 deve satisfazer
Tpp1 = 2k — NV f(2k). (3.2)

Esta formulagdo mais comum do GD evidencia que o tamanho do passo 6timo a ser dado é controlado por
7. Quando maior o tamanho de 1 maiores sdo os passos dados na direcdo de descida, o que justifica enfim o
nome “taxa de aprendizado”. A ilustra o passo dado pelo GD em uma iteracao.

Tk+41

Figura 3.1: Uma iteracado do método do gradiente

A ilustra a trajetéria do Gradient Descent sobre as curvas de nivel da fun¢do objetivo. Para
a confecgdo dessa e outras figuras que ilustram trajetérias de métodos ou de solugbes de EDOs associadas,
a fungdo objetivo utilizada foi a quadrédtica f(x,y) = (v — 128)2 + (y + 56)% + (x — 128)(y + 56). Notemos
que o percurso é perpendicular as curvas de nivel, uma vez que os passos sao dados na direcao do gradiente.

3.2 Gradient Descent com Projecao para Conjuntos Convexos

O método de Gradient Descent pode ser facilmente adaptado para resolver aproximadamente problemas de
otimizagao restritos a conjuntos convexos fechados X C R", isto é, problemas escritos como

(P = {men e ®)

com f convexa e diferencidavel em um aberto contendo A com gradiente V f L-Lipschitz.
Uma forma direta de lidar com a restrigdo é, apds cada passo de descida, projetar o ponto obtido de volta
em X. A atualizacdo assume a forma

Ty = ) — YV f(zk)
Tpg1 = M (2)41),
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Figura 3.2: Trajetéria do GD sobre curvas de nivel da funcdo objetivo.

onde IIy denota a projecao euclidiana sobre X, definida por
H = 1 - .
x(y) = argmin ||z — yll,

Se além de convexo e fechado, X for ndo vazio, entdo a projecio euclidiana existe e é tinica.

Essa adaptacao é conhecida como Projected Gradient Descent (PGD) ou método do gradiente projetado
e mantém a simplicidade conceitual do método original. A ilustra uma iteracdo do método do
gradiente projetado.

Figura 3.3: Uma iteracdo do método do gradiente projetado

Em particular, quando X possui estrutura especial (como em caixas do tipo [a, b]™, ou conjuntos definidos
por desigualdades lineares), a solu¢do do problema da projegdo é dada em uma férmula fechada e pode ser
implementada de forma eficiente.

Convergéncia do Método do Gradiente

Sob as hipdteses que fizemos sobre a funcdo objetivo f é possivel estabelecer uma taxa sublinear de conver-
géncia para a sequéncia (zy)ren gerada pelo método do gradiente com passo constante n = % O teorema a
seguir faz isso.

Teorema 3.1. Seja [ : R™ — R uma funcio convexa, diferencidvel e com gradiente L-Lipschitz. Sejam x*
um ponto dtimo de f e {xk}ren @ sequéncia de pontos gerada pelo GD com tamanho de passo 1/L. Entdo,

para todo k € N,

L
Fla) = 1) < o llwg = 2°
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A demonstracio deste resultado com argumentos diretos pode ser encontrada em [Cal20] ou [Bubl5al.
Uma demonstragdo alternativa, usando uma funcao energia, pode ser encontrada em [GG23|] (que também
contém a demonstracdo com argumentos diretos). Esse resultado também vale para o método do gradiente
projetado.

3.3 EDO

Métodos iterativos, especialmente de primeira ordem, podem ser pensados também como discretizacoes de
EDOs, o que as vezes resulta no aproveitamento de argumentos de Lyapunov sobre a convergéncia de solugoes
na construcdo de argumentos sobre a convergéncia dos préprios métodos. O Gradient Descent pode ser visto
também como a dicretizacao explicita, com passo 1, dada pelo método de Fuler Forward ou método de Fuler
progressivo relativo a EDO

d
SX(0) = —VF(X (1), (33)

A mostra a solucdo dessa EDO com a mesma condicdo inicial usada para o GD, também sobre as
curvas de nivel da funcao objetivo. A curva gerada pela solucdo é conhecida como Gradient Flow ou fluxo
do gradiente. Vale notar que aqui, a curva também é perpendicular as curvas de nivel da funcao objetivo.

Espaco Primal
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Figura 3.4: Solucdo da EDO associada ao GD sobre curvas de nivel da func¢ao objetivo.

Podemos imaginar que a superficie da funcdo representa uma superficie fisica e ai a solugdo da EDO
pode ser pensada como a trajetéria de uma particula (ou uma bola) descendo essa superficie sob o efeito da
gravidade e parando no seu ponto mais baixo.

Quanto & discretizagdo, intuitivamente, sendo X (¢) a solugdo da EDO, podemos aproximar via método

das diferengas finitas sua derivada por W e a propria EDO por W = —-Vf(X(t)) ou

X(t+ At) = X(t) — AV F(X(2)).

Discretizando também o tempo de forma apropriada, com t = kAt e consequentemente ¢t + At = kAt + At =
(k + 1)At, podemos reescrever a aproximagido da EDO como

X((k+1)At) = X(kAt) — AtV f(X(t)).
Por fim, se chamarmos X (kAt) de zy (X ((k + 1)At) serd xx41) e At de n, obtemos
Th1 = zk — NV f(zk),

que é o método GD como descrito em ([3.2)).
De maneira mais rigorosa, usando expansao de Taylor, podemos escrever

X(t+n)=X(t)+ W%X(t) +o(n?) = X(t) = nV (X (1)) + o(n?).
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Chamando de novo X (t) de z; e X(t 4+ n) de xg41, obtemos

Tpi1 = 2 — V[ (zr) + o(n?). (3.4)

Quando 7 tende 0, o termo o(n?) tende a 0 também e ai a EDO se aproxima de

ZTp+1 = 2k — NV f(zr),

que, mais uma vez, é o método GD.

Aqui, n surge naturalmente como o pardmetro que controla linearmente o tamanho dos passos tanto na
dimensao temporal quanto na espacial. Essa relagao ocorre porque a EDO estabelece uma proporcionalidade
simples entre as variagoes no espago e suas correspondentes no tempo. Entretanto, no Accelerated Gradient
Descent — como exploraremos no proximo capitulo — 7 mantém seu papel de controlador linear do passo
temporal, mas assume uma relagdo nao-linear com o passo espacial, que passa a depender de sua raiz
quadrada.

Em [BBF16] e [SH9§|, prova-se o teorema a seguir que corrobora com a convergéncia do método para a
solugdo da EDO em um intervalo finito.

Teorema 3.2. Seja f: R™ — R wma fungdo conveza, diferencidvel e com gradiente L-Lipschitz. Seja T > 0
um tempo finito fizo. Sejam X : Ry — R™ uma solugdo de (3.3) com condicio inicial X (0) = x¢ para algum
2o € R™ e {zp}ren a sequéncia de pontos gerada pelo GD com tamanho de passo n e |T/n| passos. Entao

M
1X (k) = i < - (exp{nkL} - 1),

onde M ¢é uma constante tal que ‘

%X(t)H < M para todot € Ry.

Isso significa que com 1 — 0, os pontos produzidos pelo GD se aproximam de seus correspondentes na
curva solucao da EDO. Vale frisar que isso vale para todo tempo, isto é, para todo T fixo. Assim a diferenca
de X(T) para algum ponto gerado pelo GD (que varia com n — 0) sempre tende a zero conforme refinamos
o método.

Além disso, em [Cal20] demonstra-se o teorema a seguir, que estabelece uma taxa de convergéncia para
a solugao da EDO, unindo a taxa de convergéncia do GD a sua convergéncia para a solugao da EDO.

Teorema 3.3. Sejam f : R™ — R uma fung¢do convexa e diferencidvel e x* seu ponto étimo. Seja ainda
X :RT — R"™ uma solugdo de (3.3) com condigio inicial X (0) = zq para algum xo € R™. Entdo

Observagao. Aqui vimos como o GD representa uma discretizagio via um método jd bem conhecido (de
Euler progressivo). O mesmo vai ocorrer no [Capitulo mas ndo nos capitulos |Capitulo 4| e |Capitulo 0,
Nestes dois ultimos casos, vamos apresentar uma nocao diferente de discretizagdo.
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Capitulo 4

Accelerated Gradient Descent

O Accelerated Gradient Descent (AGD), introduzido por Yuri Nesterov em [Nes83], é um algoritmo que
busca superar de maneira eficiente limitagdes do Gradient Descent (como o fato deste ndo convergir em
problemas ndo convexos, mesmo que relativamente bem comportados) incorporando junto ao gradiente um
termo de momento ou inércia, que acaba funcionando como um “impulso”.

4.1 Definicao e interpretacoes

O algoritmo funciona tomando-se um ponto viavel qualquer zg € R”, fazendo-se yg = x¢ e, a cada iteracao,
atualizando-os seguindo o esquema

Tp1 =Yk — NV (Yk)

Yk = op + pr(TK — Th-1) ,
onde pg = % en > 0 é ataxa de aprendizado. As atualizagoes feitas pelo método é seguem a ordem inversa
a apresentada pelo sistema de equagoes, que prioriza a “importancia” de cada uma delas. A ilustra
o passo dado pelo Método de Nesterov em uma iteracao.

Tk41

Figura 4.1: Uma iteracdo do método de Nesterov

A mostra a sequéncia de pontos gerada pelo AGD sobre as curvas de nivel da funcdo objetivo
de interesse.

O termo py (2 — xp—1) representa o momento no tempo k e ponto xi. O ponto y que é igual ao ponto xy
mais o termo do momento funciona como uma antecipacao de qual deverd ser a proxima atualizagdo baseada
em qual foi a atualizagio anterior. A atualizacdo real se da entdo de maneira igual a feita no GD, mas em
Yk, a previsao do ponto atualizado, em vez de xj, o ponto corrente. Esse processo é chamado de look-ahead
step, ou passo de predicdo, e é o que promove a aceleragdo do método. Na um efeito do momento
pode ser visualizado observando que mesmo ja estando préximo do ponto 6timo, os passos continuam sendo
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Figura 4.2: Trajetéria do AGD sobre curvas de nivel da fun¢do objetivo.

dados na diregao e sentido com que se vinha, como uma particula sob efeito da inércia; apds passar pelo
ponto 6timo, os gradientes acumulados enfim anulam o efeito do momento e a trajetéria volta a se aproximar
do 6timo.

No entanto, como fazemos yg = xg, o primeiro passo a ser dado é exatamente igual ao passo dado pelo
GD. Além disso, notemos que py, comeca sendo igual a 0 (na iteragdo k = 1) e cresce sempre se aproximando
de 1 conforme aumenta o nimero de iteragdes. Dessa maneira, 0 AGD comega de maneira muito similar ao
GD e s6 depois, quando momento passa a ter um peso maior, se diferencia dele. A apresenta as
trajetorias do Gradient Descent e do Accelerated Gradient Descent, de forma que seja visivel sua semelhanga,
pelo menos nas primeiras iteragoes.
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Figura 4.3: Trajetérias do GD e do AGD sobre curvas de nivel da fungdo objetivo

o

O AGD, assim como o GD, pode ser formulado como um algoritmo que resolve um problema de minimi-
zagdo a cada passo seguindo a férmula

. 1
s = angmin { (91 (),2) + 5 o =}

onde yj, é definido de maneira igual & em[d.1] Com isso, o algoritmo também minimiza uma certa aproximacao
linear de f sem se afastar muito do ponto onde ela é tomada, mas com este ponto sendo o y; desta vez.

4.2 Accelerated Gradient Descent com Projecao
De forma andloga ao caso do Gradient Descent, o Accelerated Gradient Descent (AGD) pode ser adaptado

para problemas com restrigdes em conjuntos convexos da forma [P simplesmente inserindo uma etapa de
projecao. No esquema de Nesterov, essa projecao € aplicada no ponto de atualizagao principal. Um exemplo
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de iteragao projetada é
Yk = T + pk(Th — Tp—1)
Ty =y — V()
Tk+1 = HX (:L‘;€+1).
Como X é convexo e y, ¢ uma combinagao convexa de xj e ri_1, pontos pertencentes a X, temos yi € X,
ndo sendo necessaria a projecdo deste ponto. Ao aplicar o AGD em problemas gerais, ela pode se fazer
necessaria para o calculo do gradiente que pode estar definido apenas num conjunto.
Esse método é conhecido como Projected Accelerated Gradient Descent (PAGD) e combina as vantagens

da aceleragio de Nesterov com a simplicidade do mecanismo de projegiao. A ilustra os passos
dados pelo PAGD em uma iteracéo.

-0V f(yr) Yk

N

!
Thiqe

Figura 4.4: Uma iteragdo do método do gradiente projetado acelerado

Convergéncia do Método de Nesterov

Sob as mesmas hipéteses feitas para o GD, conseguimos demonstrar a convergéncia para a sequéncia (Z)gen
gerada pelo método de Nesterov com passo constante n = %

Teorema 4.1. Seja [ : R™ — R uma funcio convexa, diferencidvel e com gradiente L-Lipschitz. Sejam x*
um ponto 6timo de f e {xp}ren @ sequéncia de pontos gerada pelo AGD com tamanho de passo 1/L. Entdio,

para todo k € N,

2o — 2.

L
) — f(@") € —5
Esse resultado estabelece uma taxa de convergéncia em valor funcional da ordem O(1/k?), o que re-
presenta uma melhora significativa em relacao & taxa O(1/k) do método do gradiente. Essa aceleragdo foi
obtida originalmente por Nesterov [Nes83] e permanece como uma das contribuigdes mais fundamentais em
otimizagdo convexa de primeira ordem. A demonstragdo também pode ser encontrada em [Cal20] ou [GG23].

Um resultado parecido também vale para a adaptagdo com projecao.

4.3 EDO e derivacao informal

Assim como o GD, o AGD também pode ser pensado como a discretizagdo de uma EDO. Em [SBC16, Se¢éo
2], mostra-se que o AGD representa a discretizagdo da EDO

X0 +10Sx(0) - VI ®) =0 (4.1)

onde y(t) = 2. A[Figura 4.5\ mostra a solugio dessa EDO com a mesma condicdo inicial usada para o AGD,
também sobre as curvas de nivel da fungdo objetivo.
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Figura 4.5: Solucao da EDO associada ao AGD sobre curvas de nivel da fun¢do objetivo.

Pensando no grafico da funcdo como uma superficie fisica, a curva da solucdo representa a trajetéria de
uma particula com massa sob o efeito da gravidade e de inércia. Com uma pequena adaptacdo do método de
Nesterov, tomando o gradiente no ponto atual em vez do ponto de predicao, recuperamos o que é chamado
de Heavy Ball Method, método do momento ou Polyak momentum ([Pol64]), cuja interpretagio é exatamente
essa e tem mesma EDO associada (onde s pontos xy e y coincidem).

Nos préximos pardgrafos, reproduziremos a derivagio informal apresentada em [SBCI6]. A ideia geral
é supor a existéncia de uma funcdo do tempo X (¢) que produza uma sequéncia de pontos satisfazendo o
esquema de Nesterov quando amostrada em intervalos de tempo iguais, derivar dai uma equacao e analisar o
comportamento dessa equacao no limite em que o intervalo de tempo tende a zero, chegando a uma equagao
diferencial ordindria (EDO) que representa o caso continuo do método acelerado.

Seja At € R, um tamanho de intervalo de tempo qualquer. Suponhamos que exista uma fungdo X :
Ry — R" de classe C2, com $X(0) = 0 e tal que os pontos iterados da forma z, = X(kAt) = X(t)
satisfacam o esquema de Nesterov com tamanho de passo 1 = (At)2. Nosso objetivo é mostrar que, no limite
em que At — 0, a funcdo X satisfaz a EDO apresentada.

Como X ¢ de classe C?, podemos expandir X (t + At) em série de Taylor, obtendo

X+ At) = X(t) + gX(t)(At) + L&

= S XO(AY? +o((AD)?),

que, apds um rearranjo nos termos, resulta em

X(t+ At) — X(t) dX 1d?

AL = dat (t) + §@X(t)(At) + 0((At)2)'

De maneira anédloga, expandindo agora X (¢t — At) em série de Taylor, temos

X(t)-X(t-At) d 1d?
- = 3 X(1) = 57 X(O(A1) + o((A1)?).

Agora, de Nesterov, temos xp+1 = yr — NV f(yx) € yp = ap + %(mk — Zg—1). Substituindo a segunda
equagao na primeira, obtemos

E+2

Tpy1 = Tp + (p — 2k-1) =V f(yr) (4.2)

(k+2)(zpy1 —2x) = (k= D)(zp — 2p-1) — (K +2)nV f(yr)-

Dividindo tudo por /7 obtemos

<k+2>% = (k- 1)“‘7/;’“ — (k+2)v/i V()
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Como 7 = (At)?, podemos substituir At por /M- Observemos aqui que o esquema anda numa escala de
tempo diferente da escala da solugdo da EDO: em uma iteragdo com passo 1 o método avanga de X (kAt)
para X ((k+1)At), o mesmo que a solugdo da EDO em um intervalo de tempo At. Isso sugere que o método
compensa a diferenga de escalas, alcancando o mesmo avango temporal (At) com um passo interno menor
(n) ou pelo menos quando o tamanho do passo é menor que 1. Além disso, como supomos que X segue o
esquema de Nesterov, podemos usar a notacao introduzida por X e escrever

X(t+ At) — X () X(t) — X(t — At)
At At

Agora, a fim de substituir V f(yx) por um termo em funcio de X (t), vamos provar que AtV f(yx) =
AtV F(X(t)) + o(At). Via expansao de Taylor em X (¢ — At), temos

X(t— At) = X(t) — %X(t)(At) Fo(At) =  X(t)— X(t—At) = %X(t)(At) +o(At).

(k+2)

— (k—1)

— (k4 2)At Vf(yr).

Dessa maneira, temos

v = X () p(X(1) — X(6 = AD) = X(0) + (th(w(At) n o(Aw) .

Usando expansio de Taylor mais uma vez, agora em Vf (X (t) 4+ px (5 X (¢)(At) + 0o(At))), obtemos
d
Vi(ye) =Vf <X(t) + ik (th(t)(At) + O(At)))

= 9 (0) + P20 (e (X0 +ofa0) )

Notemos que %X(t) é constante em relagdo a At, de forma que py, %X(t)(At) = O(At). Além disso,

como Vf é L-Lipschitz, temos que V2 f ¢ limitado. Assim
Vi) = V(X (1) + O(At).
Multiplicando os dois lados da equacdo por At,
AtV f(yr) = AtV (X (1)) + At - O(At) = AtV f(X () + o(Ab),

como gostariamos.
Com isso, podemos substituir o termo AtV f(yx), ficando com

(k+2) (iX(t) b5 XA + o((At>2)) -

(= 1) (X0 - 55X 00 +ol(a07))
— (k+2) (AtVF(X (1)) + o(At)) .

Apés algum desenvolvimento, temos, enfim

3L v+ kAt(;l—;X(t) + ARV (X (1)) = At (IdQX(t) FOVAX () + o(At)) .

dt 2 dt?
Ou ainda,
3dXt td2Xt tVF(X(t) = At 1d2Xt 2V (X (t At
SO+ X0+ 91000 = At (5 55X (0 + 2970K0) + ().

Quando o passo 7 tende a 0, At também tende a 0, e o lado direito da equacao todo tende a 0. Assim,
no limite, temos

d d?
X0+t X () +EV(X(H) = 0.

3
dt
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Por fim, dividindo tudo por ¢, chegamos & equacgao que define a EDO,

d—QX(t) + §gX(vt) +Vf(X(t)=0
dt? tdt -

Esta derivagdo evidencia a relagdo quadratica (ou com respeito & raiz quadrada) entre os incrementos
temporais (At) da discretizagdo da EDO e incrementos espaciais () do esquema de Nesterov.

No que diz respeito & EDO e sua relacio com o método de Nesterov, temos dois teoremas centrais,
enunciados a seguir.

Teorema 4.2 (Existéncia e Unicidade). Sejam f € F, uma fungio diferencidvel L-Lipschitz e xo € R™ um
ponto qualquer. Entdo a EDO com condigoes iniciais X (0) = xg e %X(O) =0 tem uma Unica solugio
X € C?((0,00); R™)) N CL([0, 00); R™)).

Teorema 4.3 (Convergéncia do método de Nesterov para a solugdo da EDO associada). Sejam f € Fp,
uma fungdo diferencidvel L-Lipschitz e xg € R™ um ponto qualquer. Sejam ainda X : R} — R™ a solugdo
da EDO com condigées iniciais X (0) = zg e LO(X(0)) = 0 e {zx}n a sequéncia de pontos gerada pelo
método de Nesterov com ponto inicial xy e passo s. Entao para qualquer T € R, vale

lim sup ka - X(k\/g)H =0.
S*)OkE[T/\/ﬂ

As demonstragoes destes dois teoremas encontram-se em [SBC16]. No apresentaremos de-
monstragdes similares as apresentadas no artigo, aplicadas & EDO e ao método descritos no que
representam generalizagoes da EDO e do método descritos neste capitulo.

Aqui, diferentemente de como fizemos para o GD, a nocao de discretizacio se da através da “distancia” da
trajetoria do método para a solugdo da EDO. Na verdade, da distdncia dos pontos gerados pelo método para
alguns pontos bem escolhidos da solucdo da EDO. A ideia fica mais clara quando pensamos no limite, fazendo
o passo do método tender a zero e a trajetoria tender a uma curva continua, que corresponde justamente a
solucdo. No mostramos um método de discretizagdo da EDO correspondente ao AMD que gera
os pontos da trajetoria do método; como veremos, o AMD vai representar uma generalizagdo do AGD, de
forma que essa discretizagdo também vale para o AGD.
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Capitulo 5

Mirror Descent

O Mirror Descent (MD) foi introduzido por Nemirosky e Yudin em 1983 em [NY83b]. O método apresenta
uma generalizacdo do Gradient Descent entre outros algoritmos, como o Multiplicative Weights ([AHKI12])
ou o algoritmo de Hedge ([KKBI15]). Os proximos pardgrafos justificam o MD seguindo as estruturas e
argumentos usados em [Anu20] e [Bubl5a].

Como visto no o Gradient Descent é um algoritmo poderoso e bastante geral, podendo
ser aplicado para resolver aproximadamente problemas de minimizacao de qualquer funcao convexa sobre
qualquer conjunto convexo. No entanto, essa generalidade significa que o GD pode nao ser o melhor algoritmo
para certas classes de fung¢oes ou conjuntos. Para minimizac¢des sobre o simplexo, por exemplo, sabe-se que
algoritmos especializados como o de Hedge sdo significativamente melhores que o GD.

O Mirror Descent é um algoritmo que generaliza o Gradient Descent quanto a medida de distdncia usada,
fazendo com que seja possivel adequar o método a uma possivel geometria especifica que seja mais adequada
para o problema, dependendo, por exemplo, da fungio objetivo ou do conjunto vidvel (principalmente). Essa
generalizagdo da-se trocando-se a func¢do usada para medir a distancia do ponto atual a qualquer outro - a
principio usamos a norma euclidiana do vetor que leva o ponto atual a este qualquer outro - pela chamada
Divergéncia de Bregman. A Divergéncia de Bregman, como veremos a seguir, generaliza o conceito de
distancia, usando uma fungéo convexa chamada fungdo geradora de distancias.

Ainda, o Mirror Descent generaliza o Gradient Descent, fazendo com que seja possivel resolver aproxima-
damente problemas de otimizacido convexa em espagos de Banach. O GD é definido em espagos de Hilbert.
Isso quer dizer que podemos usar o MD em contextos em que a norma utilizada ndo depende de um produto
interno, como acontece com a norma f¢1, por exemplo. Nesses casos, o GD simplesmente ndo faz sentido,
uma vez que nao se pode somar um gradiente, que é um elemento do espago dual, a um ponto do espago
primal, como acontece quando se faz x; — nV f(xy). Isso ndo era um problema anteriormente, pois em um
espaco de Hilbert H, gracas ao Teorema da Representacao de Riesz, o espago dual H* é isomorfo a H.

Nemirovski e Yudin perceberam que ainda é possivel realizar o passo do gradiente, mas aplicando-o a
um ponto do espaco dual. Dado um ponto primal, podemos maped-lo para um ponto dual, atualizar esse
ponto dual com o gradiente e mapear o ponto atualizado de volta para o espago primal. Caso o ponto
resultante estiver fora do conjunto viavel, o projetamos de volta. Tanto esse mapeamento quanto a projecao
sao baseados nas ideias de divergéncia de Bregman e mapeamento espelho, que definiremos na préxima segao.
O termo Mirror foi empregado por conta da visdo do espago dual como uma imagem espelhada do espaco
primal.

Este capitulo apresenta as defini¢oes da divergéncia de Bregman e do mapeamento espelho, bem como
alguns resultados associados a eles. Em seguida, apresenta a definicao do Mirror Descent por uma abordagem
analoga & usada para o Gradient Descent. Por fim, apresenta a EDO cuja discretizagao corresponde ao Mirror
Descent.

A partir daqui vamos deixar de escrever (V f(x),y) onde x e y sdo pontos primais e passaremos a escrever
Vf(z)(y), uma vez que estaremos pensando na derivada como operador linear. A excegdo serd quando
estivermos falando de casos especificos, como o euclidiano, mas deixaremos isso claro.
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5.1 Preliminares para Mirror Descent

Nesta secao apresentamos as definigoes da divergéncia de Bregman e Projecao de Bregman, necessérias para
a definicdo do Mirror Descent, bem como alguns resultados associados a elas.

5.1.1 Divergéncia de Bregman
Consideremos a defini¢do da Divergéncia de Bregman.

Definicao (Divergéncia de Bregman). Dada uma fungao ® : D — R diferencidvel e estritamente conveza,
a divergéncia de Bregman de x para y com respeito a ® € definida por

Do (z,y) = (z) — [2(y) + VO(y)(z — y)].

Em alguns contextos, a fungao ® é chamada de funcao geradora de distancias. Nesse sentido, a divergéncia
de Bregman é uma espécie de generalizacao de uma fungéo de distancia. Quando ®(z) = ||xH§, por exemplo,
temos V() =2z e

Da(z,y) = [l2l3 — lyl3 — (2, 2) + 2y, y)
= lll3 = llyll — 2y, ) + 21lyl3
= |3 — 2(y, ) + llyll;
=(y—z,y—z)=|y—a|;,

a distdncia euclidiana. A funcado ® também recebe o nome de fun¢do de Bregman e pode ser pensada como
um potencial.

Por @ ser estritamente convexa, segue que para quaisquer z,y € R™, Dg(z,y) > 0 ou ainda que
Dg(z,y) = 0 se, e somente se, x = y, entre outras propriedades associadas ao conceito de distancia. Des-
sas duas propriedades citadas, segue também que Dg(z,y) atinge seu minimo global em y, onde tem valor
0. A divergéncia de Bregman (como outras divergéncias) se parece com uma métrica, mas nao satisfaz a
desigualdade triangular nem é simétrica de maneira geral.

Geometricamente, pensando na divergéncia de Bregman como uma funcdo de x para cada y, ela é
a diferenca da funcdo ® avaliada em x para a aproximacao linear de ® tomada em y avaliada em x; a
ilustra isso para uma fun¢do bidimensional. Vale a pena notar que, sendo uma diferenca de
uma funcao estritamente convexa e uma funcao linear, a divergéncia de Bregman também é uma funcao
estritamente convexa. Mais do que isso, a divergéncia de Bregman se assemelha & sua prépria funcao
geradora de distancia no sentido de que seus gradientes diferem apenas por um vetor constante, V®(y); em
termos de segunda derivada, elas sdo iguais. Essa ideia é expressa pelo fato a seguir.

Fato 5.1. Seja ® : D — R wma funcgdo diferencidvel e estritamente convera e sejam x,y € D quaisquer.
Entao

L Daf,) = V(2) — V(y).

Demonstracao. Basta acompanhar o desenvolvimento a seguir.

9 patr.y) = (@) - B(y) — V() — )

ox ox
= Z1a(r) — 2(y) ~ Va()(x) + V() ()
= V() — 0 — VB(y) + 0 = VB(z) — VB(y). n

Usaremos este fato para encontrar uma formulacdo explicita para o MD mais adiante.

A divergéncia de Bregman vai representar uma adaptacao a geometria do problema, especialmente quando
fizer sentido usar normas diferentes da euclidiana para as varidveis envolvidas. E o caso de otimizacio sobre
o simplexo, como veremos ao final deste capitulo.
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Curvas de nivel de Del(y, x)

Curvas de nivel de ® e reta de maior inclinagdo em y
4

R ® Minimo de ® ® Minimo de ®
— ® Pontoy ® Pontoy
3_/\— riy +tvo(y) 3 — riy+tVo(y)
2 2
1 14
/N
0 - ‘ 0-
_1 B _1 4
) \ ! ! | ! ! -2 ! ! . : .
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
Secdo da funcao ® eretar Diferenca da secdo de ® para aretar
7591 — fix) = Oy + tVO(y) : 7.5
— L(x) = 0(y) + tVo(y) :
501 ¢ Pontoy 5.01
g 251 : /
S 1
< !
£ o0 ®
8 :
-2.51
— f(x) = L(x)
-5.01 @ Pontoy
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 5.1: Curvas de nivel da func¢ao ® (canto superior esquerdo); curvas de nivel da divergéncia de Bregman
Do (x,y) (canto superior direito); segoes das fungdo ® e sua linearizacdo em y (canto inferior esquerdo); se¢ao
da diferenca entre a funcdo ® e sua linearizagdo em y (canto inferior direito).

33



5.1.2 Projecao de Bregman

Assim como fizemos nos [Capitulo 3] e[Capitulo 4, podemos adaptar o Mirror Descent em problemas restritos
a conjuntos convexos, fechados e ndo vazios(como o simplexo) através de projegoes. No caso do MD, para
aproveitar a adaptagdo a geometria do problema possibilitada pela divergéncia de Bregman, vamos definir
também uma projecdo induzida pela fungdo de Bregman.

Definicao (Projecio de Bregman). Seja @ : D — R uma fungdo diferencidvel e estritamente conveza e seja
X convexro e compacto, tal que X C D. A projecdo de Bregman em X com respeito a ® ¢ dada por

[ (y) = arg_min Do (2, y).

Como a divergéncia de Bregman é interpretada como uma distdncia, a projecdo de Bregman de um
ponto y em um conjunto X é entdo o ponto em X mais préximo (cuja distancia é dada pela divergéncia de
Bregman) do ponto y. A mostra a projecdo de Bregman de um ponto y em um conjunto poligonal
sobre as curvas de nivel da divergéncia de Bregman. Lembremo-nos de que divergéncia de Bregman nao é
simétrica em geral. A escolha de minimizar Dg(x,y) e ndo Dg(y,x) se justifica pela simplicidade, tanto em
interpretagdo quanto computagdao. O teorema a seguir evidencia isso.

Curvas de Nivel de ® e projecao de Bregman em um conjunto X Curvas de nivel de De(y, x) e projecdo de Bregman
4
R ® Minimo de ® . V,Do(X,y)
R ® Pontoy ® Minimo de ®
M Projecdo N$ ® Pontoy
3 MW Projecio N
24
1
// 0<
~14
T T v T T -2 T T - T T /
4 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 5.2: Curvas de nivel de uma fungdo ® e conjunto convexo X (& esquerda) e curvas de nivel da
divergéncia de Bregman em relagdo a um ponto y, conjunto X e a projegdo de Bregman em X de y (&
direita)

Teorema 5.2 (existéncia e unicidade da projecao). Seja ® : D — R uma fungdo diferencidvel e estritamente
conveza e seja X um conjunto fechado e convexo tal que X C D. Se lim,_,9p ||V ()|, = 400, entdo para
qualquer y € D, a projecio de Bregman de y em X com respeito a ® existe e € unica.

Demonstraggo. Como |[|[V®(z)]|, diverge conforme z se aproxima do bordo de D, a fungdo Dg(x,y) também
deve divergir conforme x se aproximar do bordo de D. Dessa forma, toda sequéncia de pontos convergindo
para o minimo de Dg (z,y) em XND nao pode estar se aproximando do bordo de D e deve, portanto, convergir
para um ponto no interior de D. Toda sequéncia dessa forma também nao pode estar se aproximando de um
ponto que que nao estd em X ND (pois como X é fechado, todo ponto dessa forma deve estar no bordo de D
e j& vimos que a convergéncia deve ser para o interior de D). Assim, toda sequéncia em X ND convergindo
para o minimo de Dg(z,y) converge para um ponto em X ND, o que garante a existéncia da projegao.
Como a Dg(x,y) é estritamente convexa, essa proje¢do é unica. |
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De maneira mais intuitiva, levando em consideracao conjuntos de nivel da divergéncia de Bregman para
um ponto y, a projecdo de y em um conjunto X é o ponto em X que pertence ao conjunto de nivel de
menor valor dentre os que intersectam o X’; ver O fato de ® divergir na fronteira de D, implica
que todo conjunto de nivel de valor finito estd no interior de D de forma que esse ponto estd, afinal, bem
definido. Além disso, o fato de ® ser estritamente convexa implica que seus conjuntos de nivel sdo fronteiras
de conjuntos estritamente convexos, de forma que a menor interse¢do nao vazia com X', um conjunto convexo
e fechado, é um tnico ponto.

A propriedade lim,_,9p ||V®(2)||, = 400 é também chamada de coercividade na fronteira de D. Em
[[us95], Tusem prova que o fato da projegdo néo estar na fronteira de D é devido ao subdiferencial de uma
divergéncia de Bregman coerciva ser vazio na fronteira de D.

O préximo lema estabelece uma espécie de teorema de separacio para a projecdo de Bregman.

Lema 5.3. Seja @ : D — R uma funcgdo diferencidvel e estritamente convexa. Sejam x € X ND, y € D e
* =% (y). Entdo
(Ve(y") = Ve(y)(y" —x) <0.
Demonstragio. Como y* = I1%(y) € argmingexnp Da(z,7), pelo fatom temos que para todo x € X ND,
VDo (y*,y)(y* — x) < 0. Agora, pelo fato [5.1] temos entdo que (V@ (y*) — V@(y))(y* —z) < 0. ]

Aqui o vetor V®(y*) — V®(y) = V- Da(y*,y) (via fato ¢ o vetor normal ao conjunto de nivel que
contém a projecdo y* (ver . Este lema estabelece que o vetor que sai se qualquer ponto x € X e
vai até o ponto y* estd negativamente correlacionado com o vetor normal a esse conjunto. Isso quer dizer que
esse vetor é normal a um hiperplano que define dois semiespagos, um deles contendo totalmente o conjunto
X. Nesse sentido, para y ¢ X, esse resultado é uma espécie de teorema do plano separador.

O fato a seguir é conhecido como identidade dos trés pontos.

Fato 5.4. Seja ® : R" — R uma funcio diferencidvel e estritamente convera. Entdo para quaisquer
x,y,z € R", vale que

Dg(x,y) + Da(z,7) — Da(2,y) = (VO(z) — VE(y))(x — 2).
Demonstracao.
Dg(z,y) + Da(z,x) — Da(2,y) = ®(z) — (y) + ®(2) — ®(x) — B(2) + O(y)
+VO(y)(z —y) + Ve(x)(z — z) — VE(y)(z — )
=Ve(y)(z—y—z+y)+ Ve(r)(z — )
=Vo(y )(Jc—z) Vo(z)(z —z2)
= (VO(y) = V(2))(z - 2) u

Este fato e o Lema anterior a ele resultam no seguinte corolario que estabelece um caso especial para o
qual afinal vale a desigualdade triangular para a divergéncia de Bregman.

Corolario 5.5. Seja @ : D — R uma fungdo diferencidvel e estritamente convezxa. Sejam x € X ND, y € D
=T11%(y). Entdo
Do (x,y") + Da(y",y) < Do (z,y).

Demonstragao. Pelo Lema temos que (V@ (y*) — VO(y))(y* —z) <0.

Pelo fato temos que (VO(y*) — V@(y))(y* —x) = Do(x,y*) + Do (y*,y) — Do (z,y).

Assim, Do (z,y*) + Da(y*,y) — Do (2,y) < 0 e portanto Do (z,y*) + Da(y*,y) < De(z,y). u
5.2 Definicao e interpretacoes

Da mesma maneira como definimos o Gradient Descent pela primeira vez, o Mirror Descent pode ser definido
via uma abordagem de ponto proximal resolvendo-se, a cada iteracdo, o problema

t41 = argmin {19 f (i) (x) + Da(x, 7)), (5.1)
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onde, mais uma vez, 7 > 0 é a chamada de taxa de aprendizado. Por conta dessa formulagdo, o método é
chamado também de método do ponto proximal para divergéncia de Bregman ou apenas método de Bregman.
A fungdo minimizada pelo MD difere da fungdo otimizada pelo GD apenas na funcio usada para medir a

distancia entre o ponto atual e os candidatos a atualizagdes. Se ®(z) = ||£ZJH§, de forma praticamente igual
a feita na temos que as funcoes distancia do GD e do MD sdo iguais e os métodos sao
equivalentes.

Fazer x1 = x + aVf(xy), como visto, ndo faz sentido. Ainda assim, como Vf(zj) é um operador
linear, minimizar o termo 'V f (zx)(z) com um tamanho de passo fixo o envolve andar na dire¢do de um certo
vetor vy, isto é, fazer xx11 = xp + avg. Entretanto, afastar-se de xp também aumenta o termo Dg(x, xy),
mas dessa vez de forma que a direcao desse afastamento tenha mais importancia; em comparacao, a distancia
usada no GD é indiferente a direcdo, o que é bastante particular, na verdade. A atualizacdo a ser feita nesse
caso nao é tao Obvia: pode ser que, andando na direcao de vy, a divergéncia de Bregman aumente muito,
fazendo com que o tamanho do passo que podemos dar acabe sendo pequeno, enquanto que, andando em
uma outra diregdo, a divergéncia aumente pouco, permitindo-nos dar passos maiores, o que pode compensar
o fato de ndo estarmos indo na diregdo do vetor vy (de norma 1) minimizador de V f(xy)v. Felizmente o
MD também tem uma formulacdo um pouco mais explicita sobre a solugdo do problema de minimizacao a
ser resolvido, como veremos a seguir.

Seja gr(x) = nVf(ag)(x) + Do(x,z) a fungdo a ser minimizada em cada passo do esquema. Se-
guindo a mesma légica apresentada no [Capitulo 3|[Se¢ao 3.1} minimizar gi(z) é o mesmo que minimizar
(Vf(zr)(z) — f(zr)) + (Do (z,xr) + f(xx)). O primeiro termo dessa expressao é a aproximacao linear de f
no ponto xx. O segundo termo é uma penalizacdo do distanciamento de xy. Sendo assim, o MD é também
um método que busca minimizar a aproximacdo de f sem se afastar muito do ponto atual, mas dessa vez
considerando uma geometria possivelmente diferente da usual.

Usando novamente o fato o ponto Tr4+1 que minimiza g no passo k deve satisfazer a condigdo de
otimalidade

_ g
0% 41

0
(Th41) = 3 (nV f(zk)(2r41) — Do (Tp41, 2k))
Lh+1
Ou seja, em cada passo x4 deve ser tal que

Ve(2k11) = V() — nV f(k).

Chamando V®(zy) de 0; de forma que enfatizemos que estes pontos pertencem ao espago dual de R,
€sCrevemos

Or1 =0k —nV f(xy).

Notemos que este é exatamente o passo que é dado no GD na iteracdo k, mas desta vez, feito no espaco
dual, ao qual de fato V f(x) pertence. Neste sentido, o MD é essencialmente o GD com a garantia de que,
ao somar dois elementos, estes pertengam ao mesmo espago.

A transformacao de elementos do espago primal em elementos do espaco dual e vice-versa aparece natu-
ralmente pelo gradiente da ®, a funcao geradora de distancias que usamos para a divergéncia de Bregman.
Dada a condi¢do de otimalidade e a importancia de V& para ela, introduzimos a seguir os conceitos de
funcéo potencial e mapeamento espelho ou mirror map.

5.2.1 Mirror Map

Defini¢cdo (Mapeamento espelho). Uma fungio ® : D — R é chamada de fun¢do potencial se satisfaz as
sequintes propriedades:

e ® € diferencidvel e estritamente convera em D;
o V& :D — R"™ ¢ sobrejetiva, ou seja, VO(D) = R™;
e A norma do gradiente diverge quando x se aproxima da fronteira de D, isto €,

i [VB()]], = oo,
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Neste caso, a aplicagio V® é denominada mapeamento espelho (ou mirror map).

E comum assumir (as vezes na definigdo mesmo) que a funcao potencial seja fortemente convexa em vez
de s6 estritamente convexa. A convexidade forte implica na convexidade estrita, como ja vimos, e possibilita
a obtencao de alguns resultados importantes. Nesta dissertacio, faremos essa hip6tese em alguns momentos.

O passo dado pelo MD é feito no espago dual, mas o problema se di no espago primal. Para atualizar
o ponto zy, devemos portanto encontrar uma maneira de remapear o ponto atualizado 61 para o espago
primal. O fato de ® ser estritamente convexa faz com que ela seja injetiva, garantindo a existéncia da inversa.
Assim, podemos escrever xj41 = (V®)"1(0r41) tranquilamente; a inversa de V& ¢ as vezes denotada por
V®* e chamada de conjugada de V®. Isto nos fornece a formulagdo mais comum do MD,

{xm = (V®) ™ (0r41)

Ors1 = V(1) — 0V f(xn). (5.2)

Aqui mais uma vez as equacoes estdo apresentadas em ordem de importancia, mesmo que a ordem de
aplicagdo delas em cada passo seja a ordem contréria a essa. A [Figura 5.3]ilustra os passos dados pelo MD
em uma iteragao.

R7*

Figura 5.3: Uma iteracao do Mirror Descent

Se por ventura o ponto gerado pelo MD estiver fora do conjunto vidvel, o projetamos de volta usando a
projecao de Bregman. Nesse caso o método é descrito por

Tk+1 = H?}(x;f-s-l)
Ty = (VO) " (Oht1)
Okr1 = VO(xg) —nV f(zp).

Sob a hipétese de X compacto (fechado e limitado), esse método é equivalente ao método do ponto
proximal definido por

Tpt1 = arg iréi;(l{an(xk)(x) + Do (z,z5)}-

A ilustra os passos do método neste caso.

A mostra as trajetérias do GD e do MD sobre as curvas de nivel da fungio objetivo f(z)
no espaco primal, e da funcio objetivo f((V®)~1(f)) no espaco dual, bem como o campo gradiente de
® no espago primal. Para a confeccdo dessa imagem e da imagem que ilustra a trajetéria do AMD no
proximo capitulo, bem como as imagens que ilustram as solugdes das EDOs associadas ao MD e AMD, a
fungdo que induziu o mapeamento espelho foi ®(z,y) = 22 + 3> + %xy Aqui é um certo abuso ilustrar os
gradientes de ® no espaco primal, mas é como normalmente visualizamos um campo gradiente; podemos
pensar nesses vetores como proxys para as dire¢coes de maior subida da Phi e, por extensao, de Dg. Notemos
que a trajetéria do MD no espaco primal parece dar preferéncia para dire¢bes onde os vetores gradientes
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Figura 5.4: Uma iteracdo do método do Projected Mirror Descent

V®(x) sdo menores. Isso ocorre porque sdo nessas diregoes que a divergéncia de Bregman é menor e passos
maiores podem ser dados. Esse fend6meno se manifesta mais nas primeiras iteragoes, pois depois de um dado
momento, os vetores que minimizam os termos relativos as minimizagoes da linearizacao da f e a distancia
ao ponto atual se tornam menos correlacionadas, fazendo com que ir na dire¢do de vx ndo compense mais o
desvio do gradiente de f.

Espacgo Dual
I / o origem
% punto \r:(la 120 4 ponto 6timo
ponto étimo MD
GD e
® ™MD 100

/\\

60 1

Espago Primal

[ 1]

40 1

204

Figura 5.5: Trajetérias dos GD e MD sobre curvas de nivel da fungdo objetivo.

O passo dado pelo MD é sempre positivamente correlacionado com o oposto do gradiente de f de forma que
os passos dados pelo GD e pelo MD partindo de um mesmo ponto sdo sempre positivamente correlacionados.
Na isso pode ser observado no ponto inicial. Isso acontece porque o vetor de méaximo decrescimento
de V f(zy), digamos uyg, é ortogonal a um hiperplano que divide o espaco em dois semiespagos, um para o
qual todo passo para seu interior representa um decrescimento na f (H ™) e outro para o qual todo passo para
seu interior representa um crescimento (H*). Um passo dado pelo MD para H™' nio teria nada a ganhar:
aumenta o termo relativo a linearizacdo da f e aumenta a distancia ao ponto atual. Portanto, resta dar um
passo para H~. Este fato é formalizado a seguir, lembrando que para todo k € N, V®(x441) — VO(zy) =
—nV f(xg), o passo dado pelo GD.

Teorema 5.6. Seja x € R™ um ponto qualquer qualquer. Entdo

(VO(xp11) — VO(24)) (211 — 21) > 0.
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A demonstragao deste teorema se encontra no em

5.3 Convergéncia do Mirror Descent

Para o Mirror Descent, sob as hipoteses de convexidade de f, forte convexidade de ®, e compacidade de X,
é possivel estabelecer taxas de convergéncia de O(1/vk) para fungdes nio suaves e O(1/k) quando Vf é
Lipschitz continua [BubI5b].

Resultados explicitos sdo encontrados principalmente em trés contextos especializados. Em otimizacao
online, [Haz16] demonstra regret O(y/log k/k) com passos n;, o< 1/v/k sob forte convexidade de ®. Quando
X é o simplexo unitdrio e ® é a entropia negativa, estabelece convergéncia O(logk/k) explorando
propriedades de auto-concordancia. No caso euclidiano (¢ = 3 ||- ||§), recupera-se a descida projetada cldssica
com convergéncia O(1/k) para fungdes suaves conforme demonstrado por [Nes1S|.

A aparente lacuna na literatura para a andlise direta do MD decorre de fatores estruturais: a néo
linearidade da projegdo I1% introduz complexidades analiticas adicionais comparativamente a formulagio
proximal, e aplicagoes praticas frequentemente requerem adaptacdes como passos variaveis ou regularizagoes.

Consequentemente a andlise de convergéncia é tipicamente conduzida através das formulagoes equivalentes
ou em dominios estruturados, como o que serd explorado no

54 EDO

Uma vez que o passo dado pelo MD no espago dual é o mesmo que o passo dado pelo GD no espaco primal,
podemos deduzir que a EDO cuja discretizacao corresponde ao MD é, de forma parecida com a do GD,

Co(X(t) = ~ViX(1), (53)

onde O(X(t)) = V®(X(t)). Na verdade, no trabalho seminal de Nemirovsky e Yudin ([NY83al), o Mirror
Descent ¢é definido a partir desta EDO.

Apesar de ambos os lados da equagdo que define a EDO serem pontos no espago dual, uma solugdo desta
EDO é uma curva X : R, — R™ no espaco primal satisfazendo a equacio. A mostra as trajetorias
de X (t) no espago primal e de ©(X (t)) no espago dual.

Espaco Dual

e origem
ponto inicial 120 4 ponto 6timo

0 ; ponto étimo —— Sol. da EDO MD
—— Sol.. da EDO MD

~10- \ 100 4

80

Espago Primal

60 o

—~60
204

—~704

-80

Figura 5.6: Trajetéria do MD e solucdo da EDO associada sobre curvas de nivel da funcao objetivo.

Da mesma maneira que fizemos no|Capitulo 3| podemos aproximar a derivada de ©(X (t)) por L O(X(t)) =

@(X(HAZ*@(X(“) e af aproximar a EDO por @(X(t+A217®(X(t)) = —Vf(X(t)) ou mesmo

O(X(t+ At)) = O(X(t)) — AtV (X (¢)).
Agora, pensando novamente no tempo de maneira discreta com ¢t = kAt e t + At = (k+1)At, escrevemos

O(X((k + 1)At)) = O(X (kAt)) — AtV (X (kAt)).
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Por fim, pensando que ©(X (kAt)) = VO(X (kAL)) = VO(zx) = Ok, O(X((k+ 1)At)) = 041 € At =1,
temos que
Op+1 = Ok — 0V f (2.

Isto, justamente com a defini¢do de 6y, isto é, O = V®(xy) é exatamente o MD como apresentamos.
De uma maneira muito parecida com a feita no [Capitulo 3| também podemos derivar mais rigorosamente
o MD a partir da EDO usando expansdo de Taylor, mas nao faremos isso aqui.

5.5 Aplicacao do MD em problemas de otimizacao no Simplexo

Provavelmente o caso mais notavel de utilizacdo do MD é o de otimizagao no simplexo, isto é, no conjunto

A"_lz{xeR"xizo,inzl}.

i=1

Esse tipo de problema aparece em contextos que exigem otimizacao de portfélios ou alocagdo de recursos,
como investimentos em fontes de energia elétrica ou selecdo de culturas para plantio. Também aparece em
machine learning ou problemas cujas varidveis sdo distribuigbes de probabilidade. O fato de as coordenadas
dos elementos de A"~ ! serem todas ndo negativas e somarem um justifica sua utilizacio nesses contextos.

Nesse caso, o MD ¢é aplicado com mapeamento espelho e divergéncia de Bregman induzidos pela fungao
O(z) =37 (z;log(z;) —x;) = > i @;log(x;)— > i, z;, chamada de entropia negativa. Ela ¢ o oposto (em
sinal) da entropia mais um termo linear (que é igual a 1 para todos os pontos do simplexo); a entropia recebe
este nome por atingir seu maximo no ponto (1/n,1/n,...,1/n) e ser minimizada no simplexo por pontos que
acumulam toda a probabilidade numa sé coordenada, como (1,0,...,0). B possivel encontrar na literatura
a entropia negativa definida por ®(z) = Y., (x;log(z;) — x;). Aqui, a ndo adi¢do do termo — > | x; se
traduziria na constante 1 sendo adicionada e subtraida em dois lugares diferentes, nao alterando o resultado
final, mas poluindo o desenvolvimento. Por conta disso, vamos usar a primeira versao.

Dada essa ®, o mapeamento espelho e seu inverso sao dados por

® V(I)({E) = (log(x1)710g(x2)a s 710g($n)); €
« (V®)71(0) = (exp(61), exp(f), - .., exp(fn)).

Como o passo do gradiente é feito no espago dual e o mapeamento, definido sobre os reais positivos, é
sobrejetivo sobre o R™ (por ser coercivo na fronteira), o mapeamento inverso do ponto atualizado deve ser
um ponto pertencente aos reais positivos. Isso garante que todos os pontos gerados nunca cairao fora de R’}r
e podemos pensar no mapeamento como uma espécie de barreira.

A divergéncia de Bregman é dada por

(x,y) = Zn: ilog(x Zw Zy log(y:) Zy (log(y1),10g(y2), - - -, 1og(yn))) (z — y)
= xilog(x;) Zy log(y:) Z:v log(y:) + z_;y log(ys) — ix - iy

= (wilog(;) — x;1log(ys)) sz + Zyz

= Zn: i log ( ) Zx + Zy

Essa divergéncia é também conhecida como divergéncia de Kullback-Leibler ([KL51]). Como consequén-
cia, a projecao de Bregman de um ponto y € R”} sobre o simplexo A" é dada por

n

%, :(y) =arg min Dg(x,y) = arg min xllog< ) Zml—&—Zyl

zeA™—1 TEAN—
i=1
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Notemos que o 1ltimo termo, > ., y;, depende apenas de y e é constante em relacio a xz, a varidvel de
minimizacdo, podendo ser ignorado. Além disso, como x € A" !, temos Yo, x; =1, o que implica que o
segundo termo também é constante. Assim, o problema da projecdo se reduz a

n
s
%, :(y) = arg min x; log <Z) .
IeAn—l ‘ i
=1
Para resolvé-lo, utilizaremos as condigoes de otimalidade dadas pelo Teorema de Karush-Kuhn-Tucker (
[Kar39], [KT51]) ou teorema KKT. Para isso, escrevemos o Lagrangiano associado & restri¢do Y ;. z; =1

como
£($,)\)=E xilog(qji)—l—)\(g x¢—1>.
i=1 =1

Pelas condigdes de KKT, no ponto minimizador z*, devemos ter, para todo i € [n],

ai_ﬁ(x*,/\)zlog(mi>+l+>\20 = log(?_):—l—)\ =  zf =y;exp(—1—\).

Yi

Denotando E = exp(—1 — X), que é constante em relagdo a z; e y; para todos os i, obtemos z; = Ey;.
Impondo a restrigdo > ; 7 = 1, temos

1

ixi:Eiyizl = E==—
i=1 i=1 >

n
i=1Yi

Portanto,
Yi

E?:1 Y;’

isto é, a projecdo de Bregman de y sobre A"~ com geradora a entropia negativa é simplesmente a normali-
zacao de y, tornando sua soma igual a 1, o que acaba sendo a proje¢ao mais natural que se poderia imaginar.
Frisamos que essa é a normalizacdo relativa a norma /¢;.

Com tudo isso, para cada i € [n], os pontos gerados pelo MD satisfazem

Ty =

Opt1, = log(zk,) — nV f(xk)
T y1, = exp(log(z,) =V f(zr)i) = (zk, exp(—nV f(zr):)

x,. xg, exp(—nV f(xk);)
T i:Hq)n—l m/ )= nktl _ - i 1 .
( k+1) A ( k‘-‘rh) Zi=1 I;ﬂi Zi=1 Ik, eXp(*TIVf(MC)Z)

Agora, em vez de significar uma dire¢io explicita de atualizacdo, o gradiente funciona como uma espécie
de peso para ajuste das coordenadas. Esse ajuste é feito multiplicando cada coordenada por um ntmero
que determina um aumento ou diminuicdo. Neste instante, fica claro como métodos como o multiplicative
weights sao também casos particulares do MD.

Digamos que para um certo i € [n], tenhamos que —nV f(z); é negativo. Nesse caso, esperariamos que
ap6s uma atualizacdo, a i-ésima coordenada de x diminuisse. No GD isso acontece, mas possivelmente com a
coordenada se tornando negativa. No MD, como —nV f(x); é negativo, exp(—nV f(x);) é menor do que 1 e af
xg, exp(—nV f(x);) é menor do que z;, significando — como no GD — uma diminui¢do nessa coordenada, mas
dessa vez sem que ela se torne negativa. Da maneira andloga, se —V f(z); é positivo, esperamos um aumento
na i-ésima coordenada de . No MD, isso se traduz na multiplicacdo dessa coordenada por exp(—nV f(zx):),
um ntimero maior que 1. O crescimento/decrescimento de cada coordenada depende ainda dos crescimentos
e decrescimentos das outras coordenadas: apds a normalizacdo, uma coordenada que diminui de tamanho
pode acabar aumentando se todas as outras diminuiram mais.

Aqui o fato do mapeamento e seu conjugado garantirem que o resultado apds uma atualizacdo ainda ser
positivo acabou se traduzindo no fato de exp(—nV f(z);) ser sempre positivo. Além disso, a normalizacao
altera apenas a magnitude dos vetores, preservando a direcao e o sentido e, assim, também a positividade.

O fato de V& ser coerciva na fronteira de R’} e a dindmica da normalizagdo fazem com que todos os
pontos primais gerados pelo método estejam no interior do simplexo (isto se deve também ao fato do bordo
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do simplexo estar contido no bordo de R’ ). Sendo assim, nas configuragoes deste problema, o MD é um
método de pontos interiores. Se a solugdo do problema for na fronteira do simplexo, o MD néo vai atingir
exatamente ela, mas vai sempre se aproximar dela.

Por fim, mas nem um pouco menos importante, por conta dos passos do gradiente serem dados no
espago dual sem restrigoes, o parametro 1 pode ser consideravelmente grande (pelo menos teoricamente).
No espago primal isso se traduz com o vetor exp{—nV f(z)} poder ser consideravelmente pequeno, ji que
depois de implementéa-lo ainda fazemos uma normalizacao. Na pratica, no entanto, existem limitacoes para
os tamanhos suportados pelos computadores.
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Capitulo 6

Accelerated Mirror Descent

Com a introducao do Mirror Descent como uma generalizagdo do Gradient Descent no capitulo anterior e
o conhecimento do método acelerado de Nesterov, podemos pensar na possibilidade de acelerar também o
Mirror Descent, conseguindo assim uma generalizagdo do Accelerated Gradient Descent. Na préxima secdo
discutimos duas possibilidades de métodos de Bregman acelerados: uma cuja aceleracao acontece no espago
primal e outra cuja aceleracao acontece no dual. Em seguida escolhemos uma delas e enunciamos dois
teoremas sobre ela e sua EDO associada, que serao provados no préximo capitulo, [7]

6.1 Duas propostas de aceleracao

Quando apresentamos a aceleracdo de Nesterov para o Gradient Descent, ndo havia duvidas sobre o que
deveria ser acelerado uma vez que havia apenas uma variavel espacial, xx. Com a introdugdo do Mirror
Descent, cada varidvel primal xj, fica associada a uma varidvel dual ;. Ao buscar um meio de acelerar o
MD como se faz com o GD no método de Nesterov, podemos tentar fazé-lo no espago primal ou no espago
dual. Uma aceleragdo no espaco primal resultaria no método descrito por

1 = (VO) ' (Ory1)

Ok+1 =& =V f(yx)

&k = Vo(y)

Yk =y + pr(T) — Tp-1),

enquanto uma aceleragao no espago dual resultaria no método descrito por

wpp1 = (V@) (Ort1)
Orv1 =& —nVf(yr)

_ -1
ye = (Ve)7 (&)
&k = O + px (O — Or—1),
onde up = % nos dois casos. Mais uma vez, as equacoes das duas recorréncias se resolvem na ordem

contraria a qual elas estdo apresentadas nesses sistemas, ou seja, comecando pela tltima e terminando pela
primeira; esta ordem foi escolhida de acordo com a “importéncia” de cada equagdo e tendo em vista que
a variavel de interesse é, em ultima andlise, x;. Chamaremos o primeiro esquema de Primal Accelerated
Mirror Descent (P-AMD) e o segundo de Dual Accelerated Mirror Descent (D-AMD). As Figuras e
ilustram os passos dados pelo P-AMD e D-AMD, respectivamente, em uma iteragao.

Assim como acontece no AGD, o P-AMD incorpora um termo de momento relativo a variavel . No
esquema D-AMD isso acontece no correspondente dual da varidvel zj, 6. Quando ®(z) = 3 ||$H§ ambos os
métodos correspondem ao AGD, como esperariamos.

A ideia de passo de predigdo é preservada em ambos 0s esquemas, mas € um pouco mais natural no
P-AMD, ja que a varidvel de interesse — e, portanto, a que faria mais sentido prever — é x. No D-AMD,
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Figura 6.1: Uma iteracdo do método do P-AMD

(R™)" Or—1
O
&k
—nV f(yk)
Or41

Figura 6.2: Uma iteracdo do método do D-AMD
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de maneira um pouco menos natural mas ainda valida, o passo de predi¢ao se da no espaco dual. Na verdade,
todas as operagoes relevantes do D-AMD se dao no espago dual: o passo de predicao e o passo do gradiente.
Se pensarmos de predigdo como um passo que incorpora um termo de inércia (que é a ideia original do
método de Nesterov), sua fungdo é utilizar informagoes (direcdo e magnitude) da dltima atualizacdo do
passo do gradiente para calcular o préximo, como um impulso. Dessa perspectiva, faz mais sentido que as
duas operagoes se deem no mesmo espaco. A ideia de impulso se perde no P-AMD porque o mapeamento
espelho distorce (pelo menos em algum nivel) as informagoes da tltima atualizacio.

A funcao ® é definida sobre um conjunto aberto D contendo o conjunto vidvel X para o problema de
interesse. Como no P-AMD o passo de predicao é dado no espaco primal, corremos o risco de sermos levados
nao s6 para fora de X, mas para fora de D, de forma que a projecdo de Bregman nao esteja definida para o
ponto resultante. No caso do simplexo, por exemplo, como no GD, pode ser que o ponto resultante tenha
coordenadas negativas. No caso do GD isso era resolvido pois a projecdao usada era a euclidiana, definida
para qualquer ponto no R™. Para o P-AMD esse problema é mais grave, pois exigiria uma outra projegao.
No D-AMD, esse problema néo existe: como os dois passos sdo dados no espaco dual e pela definicdo de
mapeamento espelho, V®(D) = R™, o que faz com que a volta para D esteja garantida.

Ao tentar derivar informalmente, como feito na uma EDO para o P-AMD, nao conseguimos
seguir um raciocinio andlogo ao de Su, Boyd e Candes [SBC16|, porque o mapeamento impede que os objetos
se comportem tdo bem quanto no caso do AGD. Para obter a equagao diferencial, partiamos da equacao
(4.2). No P-AMD, a equagao equivalente seria

E+2

Op+1=Ve (xk + (xr — $k1)) -V f(yr).
Nesse caso, o mapeamento impede que prossigamos de mesma forma.

Ao tentar derivar informalmente uma EDO para o D-AMD, no entanto, conseguimos aproveitar boa
parte do raciocinio sem grandes problemas, como veremos na se¢ao a seguir. Além disso, conseguimos provar
rigorosamente, como feito em [SBC16, Apéndices A e B], que a EDO encontrada tem uma solugdo tinica e
que o D-AMD converge para esta solugdo. Por essas razoes, continuaremos com o D-AMD como a escolha
mais natural de aceleracdo do MD e passaremos a chama-lo simplesmente de AMD.

Analogamente aos outros métodos, o AMD também pode ser adaptado para resolver problemas com
retricdo usando projecoes. Neste caso, assim como no caso do MD, a projecao usada é a de Bregman. A
ilustra os passos dados pelo AMD no caso em que a projecio de Bregman ¢ usada.

Rn*

Figura 6.3: Uma iteragdo do método do AMD projetado

A [Figura 6.4 mostra as trajetérias do MD e do D-AMD sobre as curvas de nivel da fungéo objetivo f(z)
no espaco primal, e da fungio objetivo f((V®)~1(#)) no espago dual, bem como o campo gradiente de ® no
espago primal.
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Figura 6.4: Trajetérias dos MD e AMD sobre curvas de nivel da fung¢io objetivo.

Aqui vale notar que duas das equagdes que definem o AMD séo equagdes de definigdo (a primeira e a
terceira). Dessa forma, apesar de ser definido por quatro equagoes, a dindmica do algoritmo é traduzida por
duas delas. O mesmo acontece com o MD.

Observagao. FEziste na literatura ainda um terceiro método que acelera o Mirror Descent. FEle pode ser
derivado a partir de uma adaptacio (troca de distancia euclidiana por divergéncia de Bregman) em uma fun-
¢do de Lyapunov ([KBBI5|]) ou em um lagrangiano cuja integral é minimizada numa perspectiva variacional

([WW.I16).

6.2 Derivacao informal da EDO

Uma derivagdo muito andloga a feita na pode ser realizada para se obter uma EDO associada ao
AMD. Aqui, a fim de evitar muitas repeti¢oes, destacamos apenas as principais mudangas decorrentes da
incorporagao do mapeamento espelho.

Para comecar, anteriormente supusemos a existéncia de uma funcdo X : Ry — R™ de classe C2, com
4X(0) = 0, tal que os pontos iterados da forma xj, = X (kAt) = X(t) satisfazem o esquema de Nesterov
com tamanho de passo n = (At)2. A hipdtese de que X € C? era necessdria para que pudéssemos aplicar
a expansao de Taylor de segunda ordem. Aqui, devemos supor que os pontos iterados satisfazem o AMD,
naturalmente, e que ©(x) = V®(z) também é de classe C? para podermos repetir o mesmo procedimento.
Com isso, obtemos

d 1d?
O(X(t+ At)) =0(X(¥)) + a@(X(t)) <At + 5@@(X(t)) (A% + o((A1)?).
Apés algum desenvolvimento, e usando as equagoes oriundas da definicio do AMD (mais precisamente

as equagoes duais, cujas varidveis principais pertencem ao espago dual), temos

O(X(t+ At)) —O(X(2)) O(X (1) —O(X(t— At))
At At

Como anteriormente substituimos (e justificamos a substitui¢do) AtV f(yi) por AtV f(X(t)) + o(At),
gostariamos de repetir esse passo aqui. Entretanto, essa passagem é um pouco mais delicada. Vamos
primeiro provar que &, = V®(y,) = VO®(X(t)) + D, onde D = O(At).

Como O(x) = V®(x) é diferencidvel, e X () também, entao ©(X (t)) é diferencidvel. Aplicando a expansao
de Taylor em ©(X (t — At)) em torno de ¢, temos

(k+2) =(k-1) — (k+2)AtV f(yg)-

O(X(t — At)) = O(X(t)) — %@(X(t))(At) +o(At)

. O(X(1) — O(X(t— At)) = %Q(X(t)()At) +o(AY).
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Dessa forma, obtemos

& = O(X (1) + (O(X(1)) — O(X(t — A1) = OX(D) + ue (;‘t@mw) At o<At>) |

Como %@(X(t)) ¢ independente de At, e py € [0, 1], temos que o termo puy, (%@(X(t)) At +o(At)) =
O(At). Chamando esse termo de D, temos a aproximagao desejada.

Usando expansdo de Taylor novamente, agora em Vf((V®)™1(©(X(t)) + D)) e em relagio a varidvel
O(X(t)), e lembrando que (V®)™1O(X(t)) = (V®)"!VOX(t) = X(t), temos

Vi) = VA(VE) ) = VF (V) (O(X (1) + D))
= VS (V8) 7 OX(1) + S V7 (V8)™ (O(X(1)))) D+ o(D)
= VAX(0) + SVAXW)D + o(D)

= V(X)) + VQf(X(t))%X(t)D +o(D).

Como %X(t) é constante em relacio a At, D = O(At), e V2f ¢ limitada (pois Vf é L-Lipschitz),
concluimos que

Vi) = V(X)) + O(AL) = AtV f(yr) = AV (X (1)) + o(At).

Substituindo na equacao principal, obtemos

(k +2) (i@(xu)) 1 oxm)-art o((At)2)>
(k- 1) (i@(x@)) L6 (n) - At o((At>2>) (k2 (AV X (1) + o(AD)).

que, ap6s mais algum desenvolvimento, nos leva a

2 1d2

Locx) + 4 =

35 TFOX () +IVA(X() = At(

O(X (1)) + 2V F(X (1)) + o((At)?) + o(1)> )

Tomando o limite de At tendendo a 0 em ambos os lados da equagao, o lado esquerdo se mantém e o
direito fica igual a 0. Dividindo tudo por ¢, chegamos enfim a

d? 3d
—O(X(t)) + - —O0(X(t)) + Vf(X(t)) = 0. (6.1)
dt tdt

A [Figura 5.6| mostra as trajetérias de X (¢) no espago primal e de ©(X (t)) no espago dual.

Como foi antecipado no existe no uma derivacdo do AMD a partir de uma discre-
tizagao da EDO[6.] o que une, pelo menos conceitualmente, os dois objetos. No [Capitulo 7}, vamos provar,

entre outras coisas e da mesma maneira como foi para o AGD, que a “distdncia” da trajetéria do AMD para
a solucao da EDO tende a zero conforme refinamos o método, o que fecha a unido dos objetos de maneira
definitiva.

6.3 Aplicacao do AMD em problemas de otimizacao no Simplexo

Vejamos agora como se traduz o AMD no caso mais notavel de utilizacao do MD: o de otimizagao sobre o
simplexo com mapeamento espelho induzido pela entropia negativa. Lembremo-nos que nesse caso, temos

(VO(x))i =log(w:) e ((V®)7'(0)): = exp(6y).
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Figura 6.5: Trajetéria do AMD e solugao da EDO associada sobre curvas de nivel da fungao objetivo.

Comegando pela dltima equagdo que define o AMD, & = 0y, + pux(0x — 0—1), temos

()i = (VO(xx))i + e (VO(2x))i — (VO(21-1)))
= log((zx)) + pur(log((wx)i) — log((zx—-1):))
= log((z)i) + px(log((zx)i) — log((zx-1)i))

= log ((mﬁ%) = log <(xk)i ((iﬁ);))%)

Usando agora a pentltima equacgdo, yr = (V®)~1(&), obtemos
Mk Pk
_ (vPp)-! o 1 4 (zk)i _ 4 (k) .
() = (99 60 = exp (1o (s (L2225 (o) o
Notemos como o passo de predicao dado no espago dual se traduz como um passo de predigao multiplicativo

. N Bk
no espaco primal. Se (x); > (zx—1):, por exemplo, (3(7::1), >1leal (%) > 1, fazendo com que (yx);

seja maior do que (xg);, 0 que faz sentido ji que a coordenada vinha crescendo. De maneira andloga, se
()i < (xg—1)i, entdo (yx); < (x)i, 0 que também faz sentido ji que (zx); vinha diminuindo. Isso tudo
é ainda controlado por pk, que comega sendo igual a 0, o que anula o efeito do passo de predigao, e cresce
sendo sempre limitado por 1, de maneira que o efeito multiplicativo cresga também.

Aqui, se normalizarmos yj, o efeito de crescimento e decrescimento de cada coordenada fica sujeito aos
efeitos de crescimento e decrescimento das outras coordenadas, como no MD.

Da segunda equagao, 011 = & — 0V f(yx), temos

(Ok+1)i = log ((l‘k)i (m>ﬂk> =n(Vf(yk))i-

Da primeira equacio, 11 = (V@) 1(0ky1), temos

(@hor)s = (99) 7 (Bpsr):
= exp (105 (o) (222)7) = n(v o),

=<wk>i( () ) " exp (=Y F))s) -

(Th—1)i

Finalmente, fazendo a projegao de z}.,, em A" 1 a férmula fechada para pontos iterados pelo AMD é

()i (2225)™ exp (=n(VF(r)i)
S (sl ) exp (-n(V A ())

(Thy1)s =
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Nessas configuracoes, a aceleragdo do AMD se da no espaco primal de maneira multiplicativa, assim como
o passo do gradiente, o que ja ocorria para o MD.
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Capitulo 7

Uma EDO para o AMD

Neste capitulo, apresentamos e provamos teoremas que garantem 1) a existéncia e unicidade da solugdo de
(6.1); e 2) a convergéncia do AMD para esta solugao.

7.1 Existéncia e Unicidade

Nesta se¢do, provamos a existéncia e unicidade da solugdo da EDO [6.1] resultado enunciado no préximo
teorema.

A existéncia e a unicidade da solu¢ao da EDO[6.1]estao enunciadas no teorema a seguir. Sua demonstragio
se dard ao longo desta secdo, dividida em duas subse¢des (uma para a existéncia e outra para a unicidade),
seguindo uma série de resultados auxiliares.

Teorema 7.1 (Existéncia e Unicidade). Sejam f € Fj uma fungao diferencidvel com gradiente Vf L-
Lipschitz, ® uma fungdo v-fortemente conveza e diferencidvel e xog € R™ um ponto qualquer. Entdo a EDO
com condigoes iniciais X(0) = zo e SO(X(0)) = 0 tem wma tnica solugio X € C?((0,00);R™)) N
C([0,00);R™)).

Demonstracio. A prova se dé juntando os lemas e provados aos finais das préximas duas subsecoes,
respectivamente. |

7.1.1 Existéncia

A EDO pode ser reescrita como

d [O(X(t Z(t
GO0 = Loz @iy ) = PO @), 2000

com condigdes iniciais O(X (t9)) = V®(zo) = by e LO(X(to)) = 0.

Por conta do termo %, a fungdo F' tem uma singularidade em ¢ = 0 e ndo ¢é Lipschitz em relagdo a variavel
(B(X(¢)), Z(t)), o que impede a aplicacao direta do teorema de Picard-Lindel6f & EDO, que garantiria a
existéncia e unicidade de sua solucdo. Para contornar isso vamos primeiro criar uma sequéncia de EDOs
suavizadas (de forma que seja possivel aplicar o teorema de Picard-Lindeldf a cada uma delas) que, no limite,
se aproximam da EDO de interesse e depois tomar as solugoes dessas EDOs e conseguir uma sequéncia de
solugoes cujo limite (de uma certa subsequéncia) deve satisfazer a EDO original. Para a segunda parte,
vamos usar o teorema de Ascoli-Arzela.

Comecemos definindo as EDOs suavizadas.

Definigao. A aprozimagio continua da EDO 6.1 com parametro 6 > 0 é definida como

d? 3 d

@G(X(t)) + M&G(X(t)) +VfiX()=0 (7.1)

com condigdes iniciais X (0) = zg = (X (0)) = by e £O(X(0)) = 0.
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Aqui o termo singular em ¢ = 0 foi substituido pelo termo Www de forma que ele ndo é mais singular

para 6 > 0 fixo. Para cada § > 0, a EDO suavizada pode ser escrita como
d (e(X(t) Z(t)
— = =F X(t)),Z(t)),t 2
dt < Z(t) _mz(t) — VF(X(t)) 5((O(X (1)), Z(1)), 1), (7.2)
com condi¢bes iniciais O(X (¢y)) = V@(mo) =0y e LO(X(to)) =0.

A fungao F5((0,2),t) = (z, m - Vf(VP)~ (9))) depende de t apenas através do termo m,
que é continuo em ¢, de forma que Fj seja também continua em ¢. Além disso,

15 ((01,21), ) — F5((62,22), )|
= (5= s e - ) - (VA 0 - Or(vR) 02|

max (4,

1~ ) (VAR 00) - VA(ve) 7 6) |

<l — 2l + H—

max (0,
N
onde, usando o fato de que mdx([s 7 < 3 a L-Lipschitz continuidade de V f em relagdo a z = (V®) () e a
1 _Lipschitz continuidade de (V®)~!(#) em relagdo a 6 (ver corolarlom no[Apéndice A)), o termo N satisfaz
3 _
N < max(3.0) 21 = 22l + [ (VF((V@) 71 (61)) = VF(VR) 1 (02))) ],
3 _ _
< 5ller =zl + L [(V@)~1(61) — (V@) 1(62)) |
3 L
<53 l21 — 22l + > |01 — 02| .

Seja G = max (1 + %, %) Temos entdo que

[F5((01,21),t) — Fs((02, 22), 1) < [J21 — 22l + Hz1 - 22|| + = H91 — 0|

3
= (1 + 6) lz1 — 22| + > ||91 — 05|

<Gz = 22| + G|0h — 02| < gG[|(21,01) — (22,02) |,

onde g é a constante tal que |lul| + ||v]] < g|(u,v)|| de acordo com a norma usada. Desta maneira, para cada
d > 0, a fungdo Fj é Lipschitz em (6, z).

Como Fj é continua na varidavel temporal e Lipschitz na variavel espacial, podemos usar o teorema de
Picard-Lindeldf e obter para cada § > 0 uma tnica solugdo X5 para a EDO .

Gostariamos de construir agora uma sequéncia de solugdes com ¢ tendendo a zero e usar Ascoli-Arzela
para extrair a convergéncia de uma subsequéncia dela. O teorema, no entanto, exige que provemos duas
propriedades sobre a sequéncia: que ela é equicontinua e que ela é uniformemente limitada. Essas condi¢oes
estao definidas mais adiante. Para mostrar isso, consideremos o objeto auxiliar a seguir.

Definig¢ao. Para § > 0 qualquer, definimos

O termo mede o quio rapidamente a derivada %@(Xg(t)) cresce em relagdo ao tempo. Se as(t) for
limitado, isso significa que o termo —;a@(Xg( )) permanece controlado mesmo quando t — 0. Isso serd
fundamental para garantir que a familia a ser construida seja tanto equicontinua quanto uniformemente
limitada.

Os préximos fatos e lemas se dedicam a provar que a(t) é limitado e suas demonstragdes sdo principal-
mente algébricas. Os dois primeiros fatos sdo bastante basicos e imediatos.
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Fato 7.2. Para § >0 et > 0 quaisquer, temos
Vu € (0,t], as(u) < as(t).

Demonstragdao. Basta notar que os dois objetos sdo supremos de uma mesma expressio, apenas tomados em
intervalos diferentes, sendo que um, (0, ¢], contém o outro, (0, u]. [ ]

Fato 7.3. Para § >0 et > 0 quaisquer, temos
d
Yu € (0,t], as(t)u > a@(X(;(u)) .

Demonstragao. Sejam § > 0 e t > 0 quaisquer. Da definicio de s temos que para todo u € (0, t].

ag(t)>w — a5(t)u>H§t@(X5(u))H. n

O lema a seguir e seu corolério estabelecem a desigualdade || f(X5(t))|| < ||V f(zo)|| + & as(t)t>. Vamos
usé-la para chegar & desigualdade as(8) < ||V f(z0)||, + £ as(5)62, que nos levard a um limite superior para
as(9). Esse limite, por sua vez, nos permitird escrever um limite superior para ag(t).

Lema 7.4. Para § >0 et > 0 quaisquer, temos

L
IVF(Xs(t) = V(o). < 5046(t)t2-
Demonstragdo. Sejam 6 > 0 e t > 0 quaisquer. Como V f é L-Lipschitz temos
[V f(Xs(t) = Vf(zo)ll, < L[| Xs(t) — ol -
Pelo fato [A2] encontrado no obtemos
L
IVF(Xs(t) = V(o). = — 18X (?)) — ©(X(0)]- (7.3)

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo, temos ainda que

/Ot %@(X(g(u))du = 0(X;(1)) — 6(X;(0)) = ©(X;(t)) — bo.

Aplicando agora a desigualdade triangular para integrais e o fato obtemos

tq t t 2
10(Xs(t)) — ol < / < 0(xX(u)) ]du < / as(tyudu = as(?) / udu = as(t) =
0 du 0 0 2
E finalmente, multiplicando ambos os lados por % e usando a desigualdade (7.3)), temos
L
IVF(X5(t) = V£ (o)ll, < 5 s (B)t%, u

Corolario 7.5. Parat > 0 qualquer, temos ||V f(X;5(t))||, < [V f(zo)ll, + Zas(t)t?

Demonstragio. Basta observar que para todo t > 0, ||V f(Xs(0)|l, — IVf(@o)|, < [IVf(Xs(t)) — Vf(xo0)],
e aplicar o lema [7.4] [ ]

Os préximos dois lemas se dedicam a provar limites superiores para as(d) e as(t). O primeiro lema serd
usado na demonstracao do segundo e o segundo sera usado para limitar ag (\/61// L) para § < \/6v/L.

Lema 7.6. Para 0 < 6 < \/6v/L qualquer, temos

VS @)l
O <1 L6
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Demonstragio. Sejam 0 < t < 6 < /6v/L quaisquer. Como X, é solugdo de e max(d,t) = ¢, vale que
para u € [0,¢],

2
00X () + 2L o)) + VI (Xs(w)) = 0
%@(Xg(u)) + %%@(xg(u)) — Vf(Xs(w).

Multiplicando os dois lados por €**/9, ficamos com
d? 3 d
3u/é Q2 3u/d — _p3u/é
e du2®(X6(u)) +5e dﬂ@(Xg(u)) e OV f(Xs(u)).

Agora notemos que, pela regra da cadeia, nos temos

d d d2 3 d
T <63u/5du@(xa(u))) = 63“/5@@()(5(@) + gei”u/é@e(xé(u)) = 3OV f(X5(u)).

Integrando os dois lados de 0 a ¢, ficamos com

- [ erreroaman= [ (e Lot )

0 0

= eSt/‘s%@(Xg(t)) - eO%G(Xa(O))) = 63”5%@()(5@))-

Assim,

%G(X(;(t)) = fe*i“/ﬁ/o OV f(Xs(u))du .

Tomando o médulo dos dois lados e usando a desigualdade triangular para integrais, obtemos

Hi@(Xa(t))H = H—e—3t/5 /Ot 5 £ (X5 () du

t
< 6—375/5/ VOV f(Xs(u))|, du
0

¢ t
<o [ o). du = [ IV, du.

0

Agora, pelo corolério [7.5 temos que
d t t L )
32X = [ IV Xs(u), du < IVf(zo)ll, + 5 as(u)u” | du
0 0 v

t t
L

:/ va(l’o)H*deL/ —as(u)uldu
0 0 21/

t
L
= IIVf(:co)II*H/ Q—aa(u)ﬁdu :
0 14
Onde, pelo fato essa 1ltima integral é tal que

t t t 3
L ) L , L / , L £ L s
— du < —as(t)u“du = —as(t du = —as(t) = = —as(t)t°.

/0 2Va5(u)u u < /0 2Voz5( Ju“du 2ch(s( ) ; udu 21/045( ) 3 6Va5( )

Desta maneira, temos

H;t@(Xg(t))H < IV Sl 1+ oas(h)e®
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Dividindo os dois lados por t e depois tomando os supremos em t € (0, 6], obtemos

do(X(t L
l&oXsOl -, {IIVf(xo)II*+aa(t)t2}
t€(0,5] t t€(0,5] 6v

L 2
= Vo)l + & as(6)d”.
Como /6v/L > § = 1> L§?/6v = 1 — L§?/6v > 0, temos enfim que

as(8)(1 — L&*/6v) < [V f(zo)l, <= aé(5)§%'

Lema 7.7. Para 6 < \/6v/L e d <t < \/12v/L quaisquer, temos

(5 — L&*/6v) ||V f (o).
%50) < §0 = L2 ow)(1 - L2/ 150)

Demonstracido. A primeira parte desta demonstracdo se da de forma muito parecida com a demonstracao
do lema anterior.

Sejam 0 < § < 4/6v/L <t < /12v/L quaisquer. Como X; é solugdo de e max(d,u) = u para
u € [, t], podemos escrever

%@(X(s(u)) + %%@(X(;(u)) — _Vf(Xs(w).

Multiplicando os dois lados por u3, ficamos com

w05 () + B O(X(w)) =~V F(Xs(w).

Agora a regra da cadeia nos d4a

% (uS(fu@(Xg(u))) = 3u2%@(X5(u)) + u?’%@(X(;(u)) = PV f(X5(u)). (7.4)

Integrando de d a t, ficamos com

0 que nos leva a

d

t3
dt

OX5(1)) — 5 S O(Xs(5)) = - /5 PV F(X5(u))du
. /5 W (VF(X5(0) + V f(ao) — ¥ f(ao))du
. / W8V f (o) du — / W (V F(X5(u) — ¥ f(zo))du
5 5

ou, escrevendo de outra maneira, a

54



Agora, tomando o médulo dos dois lados e usando a desigualdade triangular, obtemos

4
dt

3
dt

o) = ¢ o0

= - [ avstanan— [ @@ - v 0 Souo)|

5

5

IN

d @<X5<6>>H

/ u(Vf(Xs(u) + Y f (w0))dul + |16°
)

/t udV f(wo)du|| +
5

Lo x|

5dt

IN

t t
/5 W [V f (o), du+ /5 a9 F(Xa(w) + V (o), du+

Il 12

onde o primeiro termo do lado direito, I, satisfaz
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L= IIVf(éL“o)II*/(S uidu = IVf (o)l < IIVf(on)H

*_4

o segundo termo, I, satisfaz

e o ultimo termo satisfaz

wOXs(t))

5 < 54045((5).

5351@()(5(5))” = 5t

Desta forma, juntando os ultimos quatro resultados, temos enfim que

d

6 4
T Ozg(t)t + 4 Oz(s((S).

t3

GO0 < 1@l + 15

Dividindo os dois lados por t*, ficamos com

[secs@ll
t

as(t)22 + Lras(o).

—_

L
195 @)l +

e

Lembremo-nos agora de que, pelo fato de que ¢ > § e pelo lema f—iag(&) <as(d) < %, o que

nos permite escrever

[5OCGE]
t

1 L IV f(zo)ll,
<7 IV f(zo)ll, + T2, as(t)t® + 1= Lo2/6v"

(7.5)
Agora seja t' € (0,t]. Temos dois casos:

o Caso 1: t' € (4,¢
Nesse caso, vale a‘Eéuaééo 7.5 para t’. Notando que a expressao & direita é crescente em t’ e que ' < t,

escrevemos
& Xs )] L e, IVI@)l.
%S*”Vﬂfo)ﬂ + 15,28 (1)t +m
L 2, VS (@o)ll,
< 1 IV f(zo)ll. + @046(75)15 1 152 /61"
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o Caso 2: t' € (0,9]
Nesse caso, pela defini¢do de a; e pelo lema[7.6] temos

|5 0(Xs(t)]] IVf(zo)ll, _ 1 L IV (o)l
di < < 0 - 2 01l .
¥ sas0) == mg, = IV@l+ 5pes® + =756,
De toda forma, isto é, para qualquer ¢’ € (0, t), vale
&0 _ 1 L IVf (o)l
dt < = il 2, VS0l
v < 1 IVF@o)ll, + 15 as(t)t” + 1= 162 f6v”
Tomando o supremo em ¢’ € (0,t), ficamos com
d ’
|50 (Xs ()] ! L IV f (o)
dt _ < = _— 2 YISO/ %

Isolando «s(t), temos

1 IV (o)l
1 IV f(xo)ll, + 1= 126w

1 1 5— L&%/6v
(3 + 1=z V£ = g sty 19 ol

as(t)(1 — Lt?/12v)

IN

Como /12v/L >t = 1> Lt?/12v = 1 — Lt*/12v > 0, obtemos enfim

sty < B L6 |9l

= 4(1 — L6%/6v)(1 — Lt2/12v) "

- .. ~ d . . . o
O préximo fato prova a limitagio de ||59(X5m (t))”, que serd essencial para a equicontinuidade da
sequéncia a ser construida. Na verdade, a limitacao da derivada serve de caracterizacao da equicontinuidade.
Ainda assim, vamos preferir usar a definicdo mesmo.

Lema 7.8. Para 0 <6 < /6v/L e 0 <t <./6v/L quaisquer, temos
d
| 0t 0] < SVETEIV o]
Demonstragigo. Sejam 0 < § < \/6v/L e 0 <t < \/6v/L. Entdo as(t)t < as (\/6V/L> \/6v/L. Ai, pelo

fato [7-3] e pelo lema [7.7] temos

d (5 — L& /6v) ||V f (o).
HdtG(Xg(t))HSa(;(t)tgozg («/6V/L>\/6u/L§ ST (W)Z/wu)m

_ (6-L8/6v) |V (@)l jo—rr
41— L&2/6v)(1 10/2 6v/L (7.6)

_ (65— L8?/6v) [V f(zo)ll,
ST Loty VOIE:

Agora notemos que Ld?/6v < & (/3v/L)? = 1/2, o que implica em 5 — L§%/6v < 5 e m < ﬁ,

de forma que

_ 2 v x {IJ
R

A seguir exibimos as defini¢bes de equicontinuidade e limitacdo uniforme para familias de fung¢ées, bem
como o Teorema de Ascoli-Arzeld (sem prové-lo) que as utiliza em suas hipdteses. Lembremo-nos que usare-
mos o teorema para provar que uma certa sequéncia de solugdes de EDOs suavizadas tem uma subsequéncia
convergente, cujo limite serd nosso candidato a solugdo da EDO original.
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Definicao (Equicontinuidade). Uma familia de fungoes F = {Fy, : I = D}men € equicontinua se
VYm € N, Ve > 0, 3’y>0, Vii,to € 1, |t1—t2| <7v == HFm(tl)—Fm(tQ)H < €.

Definicdo (Equicontinuidade uniforme). Uma familia de fungoes F = {F,, : I — D}nen € uniforme-
mente equicontinua se

Ve>0, 3y >0, Vm eN, Vi1, ta € I, [t1 —to| <y = ||En(t1) — Fiu(te)] <e.

Equicontinuidade é uma versao mais forte da continuidade para cada funcdo na familia. Enquanto a
continuidade apenas exige que cada fung¢do se comporte bem em cada ponto, a equicontinuidade exige que
todas elas se comportem bem simultaneamente em cada ponto; para a continuidade v pode depender do ponto
x e da funcdo F),, enquanto para a equicontinuidade, ele pode depender apenas de x. A equicontinuidade
uniforme é ainda mais forte: exige que todas as fungdes sejam bem comportadas da mesma maneira (com
mesmas constantes €,7) no dominio todo; para a equicontinuidade uniforme v néo depende nem de z nem
de F,,. A equicontinuidade uniforme implica na equicontinuidade, que por sua vez implica na continuidade.

Vamos provar a seguir que a sequéncia de solugoes é uniformemente equicontinua, mas sé vamos precisar
da equicontinuidade para usar o teorema de Ascoli-Arzela.

Antes, consideremos ainda uma outra definicado importante para o teorema.

Definicdo (Limitagdo uniforme). Uma familia de fungées F = {Fy, : I — D}lmen € uniformemente
limitada se
3G, vm e NVt € 1, | Fn(t)] < G.

A limitacao uniforme é mais forte do que a limitacao pontual, pois exige que uma mesma constante limite
todas as fungdes em todos os pontos simultaneamente.
Agora podemos enunciar o teorema de Ascoli-Arzela.

Teorema 7.9. Seja F = {F,, : I = D}en uma famdlia de fungdes, equicontinua e uniformemente limitada.
Entdo existe uma subsequéncia {Fy,, }ren € uma funggo continua F tal que essa subsequéncia converge
uniformemente para F.

No préximo lema apresentamos entao a sequéncia de solucdes e provamos que ela é equicontinua e
uniformemente limitada.

Lema 7.10. A famdlia de fungdes F = {©(Xs,, ( [0,1/6v/L] = R"™|0y, = \/3/L/2™}men € uniforme-
mente limitada e equicontinua.

Demonstragio. Seja € > 0 qualquer e tomemos 7y de forma que (S 54/6v/L HVf(a:o)H*) v =€

Seja m € N qualquer; temos d,, < v/6v/L. Seja também m € N qualquer e t1,ts € [O, \/61//L} tais que

|t1 — t2] <. Considerando a funcdo O(Xs,, ), pelo Teorema do Valor Médio e usando o lema existe um
certo t' € [t1, 2] tal que

0(Xs, (1)) ~ OCXs, ()] < | 560X, )| 1~ ta] < (SWGTE IV sla)].) 7 =

A familia F é uniformemente equicontinua e, portanto, equicontinua.
Agora sejam G = 30v ||V f(zo)ll, /L + [|©(x0)|, e m € N qualquer mais uma vez. Temos

10(Xs5,, ). < 10(Xs,, (). = [10(X5,, ()], + 1©(Xs,. (0))]].
<1e( Xg (1) = ©(X5,, (0)l, + [16(X5,, (0))].

[ 4005, ] + 10w,
< jt@<x5 )] EXRATTESIA
< / SCE ) ERRACTESIN
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Agora, usando o lema novamente,

[

10(xs, (1), < doxs, (“”H du + |0(a0).

dt

NI
< / 5760 L ||V f (o), du + [|©(x0)],
— 5360/ L\/60/ L ||V f (o)l, + [©(x0)]l.

= 300 [V f(xo)ll, /L + O (o).

Assim, a familia F é uniformemente limitada. |

Por fim, com o préximo lema provamos o resultado mais importante dessa secdo: a existéncia de pelo
menos uma solugdo para |6.1| com condigdes iniciais X (0) = 2o qualquer e £0(X(0)) = 0.

Entdo a EDO com condigoes iniciais X(0) = zg e LO(X(0)) = 0 tem pelo menos uma solucio X €
00)
Demonstracdo. Consideremos a familia de fungoes

F={6(Xs,,()) : [0, V/61/L] = R*|6,0 = v/3/L/2" }men

e notemos que a sequéncia {0, }men é decrescente com lim,, oo 0, = 0.
Pelo Lemam essa familia F é equicontinua e uniformemente limitada em [0, \/6v/L]. Assim, pelo Teo-

Lema 7.11. Seﬁm f € Fr uma funcdo diferencidvel L- Lz’pschitz qualquer e xg € R™ um ponto qualquer.

C?(0,00) UCH0

rema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequeéncia {©(Xs,, (+))}ien que converge uniformemente em [0, \/6v/L]
para alguma funcio que denotamos por ©(X(-)). Vamos provar agora que ©(X(-)) satisfaz a EDO no inter-
valo (0, /6v/L).

Como visto no lema esta familia é equicontinua e uniformemente limitada, o que, pelo Teorema de
Ascoli-Arzela, garante que F contém uma subsequéncia uniformemente convergente em [0, /6v/L]. Denote-
mos esta subsequéncia por {©(X5,, (1)) }ien e de O o seu limite. Como O(:) = (V®)(-) é um difeomorfismo,
existe inversa e podemos definir X = (V®)~1(0) e garantir que X € C2. Visando uniformidade de notagao,
passaremos a escrever O(X) em vez de O.

Vamos provar que essa fungdo satisfaz a EDO com as condi¢oes iniciais especificadas em (0, y/6v/L).
Para isso precisamos provar que ela coincide com qualquer solugdo local da EDO em (0, 4/6v/L) e satisfaz
as condicdes iniciais para t = 0.

Seja to € (0,/6v/L) qualquer. Como H% (X5, (to)) H ¢ limitado (lema , pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass, podemos escolher uma subsequéncia de { < O(Xs,,, (to))}ien que converge para um certo limite
que denotaremos por Z(tg). Sem perda de generalidade, vamos assumir que essa subsequéncia é a mesma,
{LO(X5,, (to) )} . Assim, ©(Xj,, (o)) converge para O( X(to)) e dt@(Xg (to)) converge para Z(tg) e
podemos escrever

i (O, (). 0N, (1)) = (BCE (). Z(10) (77)
i—00 dt ¢

Seja X a solucdo local em torno de to, isto é, em (to — €0,to + £0) para algum eg > 0, da EDO com

condigoes iniciais

X(to) = K(to) o SO(X(t0)) = Z(t0).

Com 7 grande o suficiente, d,,, < tg—¢g e ai as EDOs suavizadas com parametro d,,, sdo iguais & EDO[6.1]
no intervalo (tg — €9, to + €0). Desta maneira, pelo teorema da dependéncia continua das condicoes iniciais,
e usando [7.7] temos

sup || X5, (1) - X(@O)| ——
te(to—eo,to+eo) i—00
Como ©(-) é continua, )
sup H@(X(;mi (1) — @(X(t))H* — 0.
te(to—eo,to+eo) 100
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Mas pela definicao de convergéncia uniforme, temos também que

sw [0, (1) - eX )| ——o.
t€(to—eo,to+e€o) ’ * 1—00
Juntando esses dois tltimos limites, obtemos enfim que
s [ex ) —exw)| —o,
% 1—>00

te(to—eo,to+eo)

Ou seja, O(X (1)) e Q(X(t)) sdo iguais em (t9 — €g,to + €9). De novo, como O é um_difeomorfismo e
portanto inversivel, X e X devem ser iguais em (to — €o, to + €0). Desta maneira, X satisfaz em to. Como
to é qualquer, isto na verdade vale para todo o intervalo (0, y/6v/L).

Como o intervalo local (0, y/6v/L] é independente do ponto inicial, uma extensao sucessiva padrao garante
que X é solucao global em (0, 00), restando verificar as condigoes iniciais. A primeira delas, X (0) = z¢ é
consequéncia de X, (0) = xo. Agora, para a segunda, consideremos t > 0 qualquer e notemos que

|lo(x®) - e(X(0)

10(X5,.,, (1) — (X, (0))

| *

* = lim
t i—00 t
—1im || Lo(xs, ()
T inoe dt Om;
< lim t*as, (t*) < lim tas, (t) <5tV f(zo)ll,,
1—00 o 1—00 o

onde t* € (0,t) é obtido via Teorema do Valor Médio e a ultima desigualdade é dada pelo lema Agora,
fazendo ¢ — 0, obtemos enfim que

A

|ecx@) - ex )

(X(0)) =0,

Hd@(X(O))H = lim

* <1 —
o liy t < lim 5t [V f ()], =0 =

—0
dt
o que configura a segunda condigao.

Isso prova que X é uma solucao global da com condigdes iniciais X (0) = zg e £O(X(0)) = 0. ]

7.1.2 Unicidade

Para provar a unicidade da solucdo, a ideia é supor duas solugoes quaisquer da EDO e mostrar que elas
sdo iguais, de forma que toda solugdo seja a mesma, havendo, na verdade, apenas uma solucao. Para isso,
mostraremos que dadas duas possiveis solugoes, a diferenca entre elas é nula. Comegamos com a defini¢ao
de um objeto auxiliar e dois fatos imediatos relativos a ele (andlogos aos da se¢ao anterior).

Definigao. Sejam X e Y duas possiveis solugoes de com mesmas condigoes iniciais X (0) =Y (0) = zo
e 20(X(0)) = £0(Y(0)) = 0. Definimos

d d
ZX(u) — —
(W) -5

B(t) = sup %

u€(0,t)

Y (u)

Aqui, B(t) representa a maior diferenca entre duas solugdes da EDO. Para provar que as solugoes sao
iguais, devemos provar que a diferenca entre elas é sempre nula, ou seja, 4(t) = 0.

Fato 7.12. Para todo u < t, temos

Blu) < B(1).
Demonstracao. Esta demonstragdo se da, assim como no fato observando que os dois objetos sao supre-
mos de uma mesma expressao tomados em intervalos diferentes, um contendo o outro. ]
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Fato 7.13. Para todo u € (0,t), temos

d d
| -y < s
Demonstragio. Seja u € (0,t). Entao
d d
u)|| < sup || =X Y(u)|| = B(1). [ |
|50 - gy < s |Ex00 - Sy -0

Agora provamos um rapido lema auxiliar e em seguida demonstramos o lema principal. O lema estabelece
a desigualdade ||V f(X(t)) — Vf(Y (1)), < LtB(t) que futuramente deve nos levar a desigualdade S(t) <
%L%B(t), que implicard, sob uma certa condigdo, que 3(t) = 0.

Lema 7.14. Sejam X eY fungoes diferencidveis definidas sobre um intervalo (0,7). Entdo parat € (0,7)
qualquer temos

IVF(X(8) = VY (@), < Lt(t).
Demonstragao. Seja t € (0,7) qualquer. Pela Lipschitz continuidade da f e usando o fato [7.13] temos
IVAX() = VY @), < LX) Y (@)
=L|X(t)-Y(t)— X(0)+Y(0)+ X(0) —Y(0)
-y H (X (u) — Y ()]}, + 20 — xOH

(
(

=1L

- —Y( )du

d d

de( w) - —Y(u)

<L
- dv

du

< L/o B(u)du < L/o B(t)du = Ltp(t). [ |

Lema 7.15. Sejam f € Fr uma funcdo diferencidvel L-Lipschitz qualquer e xog € R™ um ponto qualquer.
Entdao a EDO com condigoes iniciais X (0) = zo e SO(X(0)) = 0 tem no mdzimo uma solugio X €

C?(0,7)UC0,7), 0 <7 < +/5/L.

Demonstragio. Suponhamos que haja duas solugdes X,Y € C?(0,7)UC[0, 7) definidas em (0, 7) para algum
7> 0. Seja t € (0,7).

Como X e Y sdo satisfazem de maneira quase igual & feita na demonstragao do lema [7.7] para derivar
a equagdo [7.4] podemos obter

d q d d d d

@us (du@(X(u)) - @@( (u ))> au (u3du®(X(u))) du ( 3du®(Y(u))>
= —u3VF(X(u) + V(Y (u))
= —u}(Vf(X(u) = V(Y (u))

Integrando os dois lados de 0 a ¢ ficamos com
— tu3 u) — u)))du = tiu?’ 4 u _ 4 U u
[ @see - vrnae= [ (frew) - ferrw)
=1 ((i@(X(t)) — dt@(Y(t))) .
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Agora usando o lema [7.14] desigualdade triangular para integrais e o fato [7.12} obtemos

d

e fecra - gow)| -

(g o)

u?(VF(X (w) + V(Y (0)))du

/Hu (VF(X (u) + VY (w)))]], du
- / W V(X () + VLV ()], du
< /Ot Luuf(u)du < /Ot Luuf(t)du

t
= Lﬁ(t)/o uldu = %Lt%(t),

ou ainda, dividindo tudo por ¢3,
e - ferr)| < prese.
Seja t' < t. Usando novamente o fato temos ainda que
| e - ferre)| < jraw) < foeso.

Agora tomando o supremo em t’ € (0,t), obtemos

sup

d@(X(t’))—;lt@(Y(t’))Hg s LLPA() = A) < SR,
t'€(0,t)

de t'e(0,t) O

Se B(t) # 0, entdo B(t) < LLt?B(t) = 1 < LLt* = t*> > 5/L. Assim, como t < 7 < /5/L, temos que
ter que 3(t) = 0. Mas isso quer dizer que SO(X(t)) e £O(Y (1)) sdo iguais em (0,7). Com o mesmo ponto
inicial ©(X(0)) = O(Y (0)) = ©(xg) = 6p e mesmo gradiente, temos

d

OX(0) =t + [ F-O(X(w)du

:90+/OT(;‘L@( (u))du = O(Y (1))

Dai concluimos que O(X) e ©(Y) devem ser iguais em (0,7) e, como ©(-) é um difeomorfismo, X e Y
também devem ser iguais em (0,7). Como X e Y sdo solugdes quaisquer de em (0,7), concluimos que
toda solugdo deve ser a mesma em em (0, 7). ]

7.2 Convergéncia do AMD

Nesta secao provamos a convergéncia da trajetoria produzida pelo método AMD para a solugdo da EDO
(6.1]), resultado enunciado pelo teorema a seguir.

Teorema 7.16 (Convergéncia do AMD para a solugdo da EDO associada). Sejam f € Fr uma fungio
diferencidvel L-Lipschitz com um minimo global y* € R™ e o € R™ um ponto qualquer. Sejam ainda
X : R} — R" a solugio da EDO (6.1) com condigoes iniciais X(0) = xq e %@(X(O)) =0 e {zk}n a
sequéncia de pontos gerada pelo AMD com ponto inicial xg e passo s. Entdo para qualquer T € Ry,

i sup ok = X (V)] =
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Demonstracio. A demonstragdo se da seguindo os resultados a partir daqui até o fim deste capitulo, que
culminam no lema [ ]

A ideia principal da demonstracao é explorar:

1. a convergéncia uniforme quando § — 0 dos pontos {X;s(kv/s)}ren gerados pelas solugdes suavizadas
para os pontos {X (kv/s)}ren gerados pela solucio real;

2. a convergéncia uniforme quando /s — 0 dos pontos gerados pelas solugoes suavizadas para os pontos
{X ,‘2} ren gerados pelas suas discretivagoes obtidas pelo método de Euler Foward com passo +/s; e

3. a convergéncia uniforme quando /s — 0 e § — 0 dos pontos gerados por essas discretizagoes para os
pontos {xy }ren gerados pelo AMD,

concluindo que deve haver uma convergéncia uniforme dos pontos gerados pelo AMD para os gerados pela

solucdo da EDO. As duas primeiras convergéncias ja estdo garantidas: a primeira pela demonstragdo da

secao anterior e a segunda pelo método de Euler Forward. Vamos nos dedicar a provar a terceira.
Relembremo-nos que a EDO suavizada com pardmetro § pode ser escrita, como em como

5 (9%5))) = (@Zﬁgt) Vf(X(t))> !

onde Z(t) = £0(X(t)). Aplicando a ela um método de Euler Forward com passo /s, obtemos

{@(X;‘Ll) =0(X}) + V523

5 5 (7.8)
Z} =7}~ /s (ng - Vf(X;f)> = (1 - ﬁ%) Z) — sV (X)) .

O proximo lema introduz uma nova formulagao para o AMD com passo s, provando sua equivaléncia a
dada pela equagdo (6.1]), apresentada na se¢éo Essa nova formulacio introduz uma variavel z;, que fara
paralelo com Z,‘z e nos permitird definir logo depois um objeto que vai nos permitir explorar melhor algumas
propriedades oportunas sobre as diferencas de X g e T.

Ok+1—0k
S

Lema 7.17. Seja s > 0 qualquer. Com zj, = e 20 =0, o esquema do AMD com passo s que usamos

€ equivalente a
wr1 = (V) 1 (Ok+1)
Or41 =0k + sz
Zk+1 = l,%rézk — VsV f(yx)
Yk (V@)_l (ek + %\/gzk) .

Demonstracdo. Pela definicdo, o método do AMD com passo s é dado por

Tppr = (VO)(Ory1)

Ok =& —sVI(yr)

ye = (V) (&)

& =0+ 1550k — Or1).

Substituindo a ultima equagao na segunda, obtemos

k—1 kE—1
Orq1 = Or + m("k —0k-1) —sVf(yr) = Opr1—0r= m(ﬂk —Ok—1) — sV f(yr)-

Seja z = 0’““7\/;9’“ < \/szk, = 011 — 0. Temos entao que

k-1

k—1
\/gzk = 7\/;2%—1 —sVf (yk) - Rk = m

T2 zp—1 — VsV f(yr)-
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Desta maneira, o AMD é equivalente a

T = (V) (Oh41)

Ory1 =0k + /52

Zk+1 = %Zk — VsV f(yr)

g = (Vo)L (ek + k=L, - ok,l)) = (V)L (ek + %\/Ezk,l) .
Quando k£ = 1, ndo importa muito o que é z; pois o termo i—;%, que vai aparecer multiplicando-o € igual a 0.
De qualquer forma, observando que o termo pode ser visto e pensado com uma espécie de vetor velocidade,

que na interpretacao de inércia deve ser nula no comeco do método, vamos fazer zy = 0 por consisténcia.
Essa convencao também serd mais 1til num corolario adiante. |

Aqui vale lembrar que da derivacao informal da EDO do AGD, dada por , descobrimos que a EDO e
e o0 esquema AGD “andam” em escalas de tempo diferentes. Teriamos descoberto isso também para o AMD
se tivéssemos feito a derivagdo informal completa para sua EDO. De qualquer forma, podemos observar esse
fenémeno aqui agora. Enquanto a discretizagio via Euler Forward, que segue a mesma escala da EDO, anda
com um tamanho de passo s 0 AMD anda com um tamanho de passo +/s; aqui as diregdes dos passos sdao
dadas por Z,‘g e z.

Definidos os dois métodos dessas maneiras, partimos agora para a defini¢do de alguns objetos auxiliares
e alguns fatos sobre eles.

Definicao. Sejam {xk}ren € {2k tren sequéncias geradas pelo AMD a partir da formulagdo e { X} ken
e {Zg}keN sequéncias geradas pelo método de Fuler Forward . Definimos as discrepancias iterativas
relativas a posicao e a velocidade entre os dois métodos no passo k como

=00 o, e w=|z -

respectivamente. Definimos também a discrepancia acumulada relativa a velocidade como
E
Sp=v9+v1+ - Fvp = g vj.
i=0

Fato 7.18. Dadas as defini¢oes anteriores, temos que para §,s > 0 quaisquer e para todo k € N vale

P <pr-1+Vsvk—1 e pr < V/sSko.
Demonstragdo. Seja k € N qualquer. Provamos o primeiro resultado fazendo
pe = [|©(X}) — Ok |
= HG)(ngl) +VEZ)_y = Opy — Vsze—1|
= He(xg—l) —Op—1 + \/E(Zg—l - zk—l)H
S ||®(XI§—1) - ek—lH + \/g ||Z]§_1 - Zk—l”
= Pr—1 + V/svk_1.

O segundo resultado é provado por inducdo fraca em k. Para o caso base (k = 1), usando o primeiro
resultado e o fato de que py = ||©(XY) — 6o|| = |60 — b0 = 0, temos

p1 < po 4+ Vsvg = /509 = /55.

Para o passo indutivo, suponhamos que valha que py < /sSk_; para algum k € N. Assim, usando
novamente o primeiro resultado, temos

Pht1 < pr 4+ Vsvk < V$Sk—1 + Vsvp = \/sSk,

o que conclui nossa prova. |
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pi representa a distdncia entre as trajetorias feitas pelo método de Euler e pelo AMD e v, representa
uma espécie de diferenca (a menos de uma constante /s) entre os vetores velocidade desses métodos.

Se ndo fossem as normas nas defini¢oes de py e vy, Si representaria exatamente a diferenga entre ©(X ,f )
e 0;; para ver isso basta notar que na demonstragdo anterior, sem as normas a desigualdade pode ser
substituida por uma igualdade. Com a norma, no entanto, esse resultado é mais 1til, pois para cada k, Sk
funciona como uma cota superior nao apenas para a diferenca entre as trajetorias na k-ésima iteragdo, mas
para todas as iteragoes até a k-ésima. Isso é provado no coroléario a seguir.

Corolario 7.19. Para §,s > 0 quaisquer e K € N, temos

ma < max/s$Sk_1 =+vsSk_1.
ke%mikef{(\[ k-1 =VsSKk_1
Demonstracio. Para a desigualdade, basta tomar o méximo dos dois lados da equacgao obtida pelo fato
anterior. Para a igualdade, basta notar que {Sk}ren é ndo decrescente. [ |

Agora, seja T > 0 um tempo qualquer. Para o restante das defini¢es e dos resultados consideremos as

variaveis
k5o =10/Vs] e K;=|T/Vs].

Aqui k3, é o niimero da tltima iteragdo (do esquema de Euler) para a qual a EDO suavizada com parametro
0 é diferente da EDO original e K é a ultima iteragdo para a qual os pontos gerados correspondem a pontos
da solugdo da EDO em R"™ x (0,7].

Com essas definigoes, observemos que provar a terceira convergéncia se reduz a provar que o limite de
maxger: pr quando s — 0 e d — 0 é 0. Com isso e o coroldrio anterior em mente, o préximo coroldrio
garante que podemos nos concentrar em provar a convergéncia de maxpe s \/5Sk.

Corolario 7.20. Para d,s > 0 quaisquer, temos

max pr < max \/SSg_1 = Sk*_1.
keK;p keK: Vs s

Demonstragio. Basta aplicar o coroldrio [7.19] fazendo K = K. [ |

Agora, elencamos uma nova definicio e dois resultados auxiliares para depois desenvolver a desigualdade
principal desta demonstracdo. E no primeiro desses resultados que usamos a hipotese de que f tem um
minimo global y*.

Definicdo. Seja f* = f(x*) o valor de f em seu ponto étimo. Definimos

C = sup 2L(f(yr) — f*)-
K[k

No [Apéndice BJ[Subsecao B.2.1] provamos que C; < +oo para 0 < s < ¢. Intuitivamente, podemos
esperar isso pois o passo do gradiente é o mesmo que leva o MD a convergir e o passo da inércia tem um
fator ux < 1, que “dissipa a energia” do método, impedindo que ele divirja.

Lema 7.21. Sejam f : R™ — R uma fun¢do convera e L-Lipschitz e x € R™ quaisquer. Entao

IVf(x)| < V2L(f(x) = f*).

A demonstragdo deste lema se encontra no final de [Apéndice BlfSubsecao B.2.2] Juntando o lema com a
definigdo de C; e o fato deste ser limitado, temos que para s < s, ||V f(yg]| < Cy. Usamos isso no lema a
seguir.

Lema 7.22. Sejam 0 < s < e k € [K}] quaisquer. Entdo

2]l < llzk—1ll + C1v/s.
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Demonstragigo. Basta ver que para qualquer s > 0 e qualquer k € [K}],

k-1

<
T k+2

lzk—1ll + Vs IVF -1l < llze—all + C1v/s. u

k—1
ol = | Fgane + VoV )

Corolério 7.23. Sejam 0 < s << e k € [K}] quaisquer. Entdo

2]l < Cikv/s.

Demonstragao. Esta demonstragdo se dd por inducdo fraca em k. Para o caso base (k = 0), temos que
|20/l = ||0]| = 0 < C104/s por definicao.
Para o passo indutivo, supondo que vale que ||zx|| < C1k+/s, temos

[2rt1ll < ll2kll + C1v/s = Ciky/s + C1v/s = Ci(k + 1)/s. u

O préximo lema estabelece um limite superior para os termos da sequéncia {vg }ren, 0 que vai nos levar
a um limite superior para termos da série {Si }ren € consequentemente para termos da sequéncia {pg }ren.

A partir daqui vamos passar a usar a hipdtese de que s < 1; podemos fazer isso porque vamos nos
interessar pelos préximos resultados apenas no limite com s — 0. Também vamos usar a hipétese de que
0> %\/5 &8 < %52. Também podemos fazer isso porque vamos tomar o limite com s — 0 antes de tomar
o limite com § — 0; a razdo disso ficard mais clara em breve, ao final desta se¢do. Tomamos essas hipdteses
para assegurar que max(d, kv/s) = § quando k = 1, o que vai permitir uma simplificagdo no préximo fato.
Com essas novas hipdteses e a anterior, escreveremos s < min(g, 1, %52)

Fato 7.24. Para § >0, 0 < s < min(s, 1, 20%) e k € [K?] quaisquer, vale que

9
L\/s 3 3y/s Ls
< — — .
Vel S Ukt Pk <k:+2 max (9, k+/s) T ) Izl
Demonstragao. Sejam § > 0, 0 < s < min(g,1, 352) e k € N quaisquer. Sejam também Ms, =
3y/s _ k=1
(1 o max(é,k'\/g)) € Mk = 2
Para § > k+/s (o que inclui o caso em que k = 1), temos Ms s =1 — 37\/5 >1—2 = —1. Nesse caso,

temos também que Ms 4, < 0.

Para § < ky/s ek > 1, temos Ms s =1— 2\‘/[2 =1-32¢e[-1/2,1).
Dessa maneira, para todo k € [K}], temos |Ms s ;| < 1. Além disso, para todo k € [K}] também temos
|| < 1.

Notemos também que

Myr 1o BYE kol kw2 kol 346
> max(d,kv/s) k+2 k+2 k+2 max(dkys)
Ckt2-k+1 3vs 3 3./

N k+2 C max(6,ky/s)  k+2  max(8,ky/s)

Além disso, com a introducgdo dessas varidveis, podemos escrever

Zpoy = Ms i Zp —VsVF(XR) . 2esr = peze — VsV E(yR) ey = (V)"0 + upv/s26-1)
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de forma que

Vkr = || 2011 = 2|
= || M55 12 — VsV F(XR) = iwzr + VsV ()|
< || Mss ik Z5) — iz ]| + Vs |V f () = V(XD
= HMé,s,ng — Ms s k2r + Ms s p2k — MkaH + V/sL Hyk - XlgH

L
< || Ms,s k2] — My pzi]| + | (Ms,s — px) 2l| + T\/g 10k + /5201 — O(X7)|

< |Mss rlvk + | Ms,s.1 — @(X,‘E)H + MkLS (B
< ok + [ Ms o — p] || 2] + L;/gpk + Ls 12|
=t B (10— + L) el
(e i+ ) 1=l "

O préximo fato fornece uma anélise individual do tltimo termo, simplificando-o.
Fato 7.25. Sejam § >0, 0 < s < min(s, 1, 3(52) e k € [K?] quaisquer. Entdo

e R v

k+2 max(0,ky/s 027\/;, se d < ky/s.

Demonstraggo. Sejam § > 0, 0 < s < min(s, 1 é(52) eke [K*] quaisquer. Nessas circunstancias, kv/s < T.
Se § > k+/s, temos que max(d,ky/s) =d e k < % =5 L > f Logo existe um C% > 0 tal que

3 3\/5 3 3.
k+2 max(d, E+2 5 k+2 )
3 3 1
‘k+2 Hk+2+kzc2k'
Dessa forma, existe um outro C%’ > 0 de modo que
3 35
- L < (C} L < (C} L k
(525 - iy 1) Il < (Cava+ L) anl < (€35 + Lo)Cik's

= Cé\/gCﬂi'\/g—F LSClk\/g < C’éClT\/g_F LO1T\/§ _ Cé// s,

Agora se § < k+/s, temos que max(d, kv/s) = kv/s e ai existe um certo C% > 0 tal que

3 3s | | 3 3s| | 3 3
‘k+2_max(5,k\/§) _’k+2_ _’k+2_k’
_’3k 3(k+2)' ’ —6 ‘ 6 <g
k(k + 2) k(k+2)|  k(k+2) ~ k2

Assim, existe um C%” > 0 tal que
3 3y/s cY cY
_ < | == < | —-—=
<’k+2 max(&k\/g) +LS> ”ZkH = <k22 + Ls ||ZkH > k2 JrL\/g\/g Clk\/g
02 \/>

< (CYCy + LC,TT) \kf 2%
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Fazendo Cy = max(C4’, C4"), temos enfim que

(st il (5 22280 -

k+2  max(s,ky/s G5 e § < k.

O corolario a seguir é central para a demonstracdo da convergéncia. Ele fornece uma desigualdade para
v. Mais adiante, vamos dividir a prova nos dois casos da desigualdade e analisar cada um individualmente.

Corolario 7.26. Sejam § >0, 0 < s <min(s,1,50%) e k € [K}] quaisquer. Temos

vk + LsSk_1 + Cov/s, sed > ky/s,
Uk+1 S Cay/s .
vk + LsSp_1 + =22, sed <ky/s

Demonstracdo. A prova se da substituindo as férmulas dadas pelos fatos e na expressao dada pelo
fato [7.24] [ |

Tendo esses limites superiores para vy, podemos atacar os termos Sy, procurando um limite superior para
cada um deles. Para os proximos resultados, em nome da legibilidade, definimos

:C'1LS+C2 o b8201+02\/§-
2VL 2

as
Definimos também
A;=as+b, e B, =a,— bs.

Por fim definimos

cs=1+VLs e dys=1—+Ls.
De maneira imediata, temos
cs+ds=2 , ¢cs—ds=2VLs e cgds=1—Ls.

Usaremos esses resultados diversas vezes. Elencamos a seguir mais dois fatos auxiliares nao tao imediatos.
As demonstragoes desses fatos sdo puramente algébricas e serdo omitidas nesse capitulo, mas podem ser
encontradas no [Apéndice Bl na [Subsecao B.2.3]

Fato 7.27. Para s > 0 e k € N quaisquer, temos

Ak = SR )+

Co (Ck+1+d§+1).

/L ®

Fato 7.28. Para qualquer s > 0, vale que
As Bs o C2

Cs +ds VL

A partir daqui vamos analisar o comportamento de v/LsS;, em dois casos: quando k < kj s e quando
k >k ;. A ideia é que no primeiro caso, o método de Euler discretiza uma EDO diferente da EDO que o
AMD discretiza (pelo menos supostamente, ja que é o que estamos provando), de forma que seja natural que
o maximo das diferencas entre as trajetérias nao tenda a 0 necessariamente, mesmo partindo de um mesmo
ponto. No segundo caso, as EDOs discretizadas pelos dois métodos sdo a mesma, mas eles partem de pontos
diferentes: cada um parte do ponto final da trajetéria do método até a iteragao kj .

No entanto, como no segundo caso a EDO é a mesma e é continua e Lipschitz, pela dependéncia continua
das condigbes iniciais, esperariamos que o maximo das diferencas entre as trajetérias dependesse continua-
mente da distancia das condigbes iniciais X l(zj; e T Ao mesmo tempo, pela convergéncia uniforme das

solugdes suavizadas (pensando que as EDOs suavizadas “tendem” & EDO original quando § — 0), essas
mesmas condigoes deveriam se aproximar de 0 quando § — 0. Aqui se justifica por que o limite com s — 0
deve ser tomado antes do limite com § — 0.
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7.2.1 Caso 1: k < kj, ou onde ha suavizagao
Fato 7.29. Sejam 6 >0, 0 < s < min(s, 1, 3(52) eke [k(}"S] quaisquer. Entao

G
VL

Demonstracdo. A demonstracao se da por indugao forte em k. Nos atentemos de que estamos provando duas
proposigdes simultaneamente por induc¢do. A hipétese de indugdo consiste em supor que apenas a segunda
proposicao é véalida para todo ¢ < k. Inicialmente, essa hipdtese serd usada para demonstrar a primeira
proposicao no caso i = k+ 1. Em seguida, empregamos novamente a hipdtese de inducgdo, agora em conjunto
com o caso ja estabelecido da primeira proposicao para i = k + 1, para concluir a segunda proposi¢cdo nesse
mesmo indice. Em certo sentido, as duas proposigoes funcionam como auxiliares uma da outra no processo
indutivo.

Esta demonstracao se dd por indugéo forte em k. Atentemo-nos de que estamos provando duas proposigoes
de uma vez por inducdo. A hipétese de inducao serd de que vale apenas a segunda para i < k € N. A hipdtese
serd usada primeiro para provar a primeira proposi¢do no caso ¢ = k 4+ 1. Depois, serd usada novamente,
junto do caso recém provado da primeira preposicao com i = k + 1, para provar a segunda no caso i = k+ 1.
Em um certo sentido, as duas proposigoes sdo auxiliares uma da outra.

Para o caso base (k = 1) temos

VIsS,_1 < Asc’;_1 + Bsd’;_1 - e v < Asc’;_1 - Bsdf_l.

VLsSy = VL8U0=0§01\FLs=Cl\FLs+5%—52E

CiLs+Cy (o Cs Cs 0 o Co
=2—— - —==2a— —==A;+B;,— —= = A,c, + B,d, — —=.
2v/L VL VL VL ‘ VL
€
Ci+ Oy

v < Vs=b,=A, — By = A, — B,d".

2

Para o passo indutivo, suponhamos que para todo i € [k] vale que v; < Ayci™! — Bodi~1; esta é a hipotese
da indugdo. Usando a férmula para somas finitas de progressdes geométricas e o fato temos entdo que

k—1 k—1
VLsSk 1 =VLsY v <VLsY [Awci' = B!
=0 =0
k—1 k—1 A k—1 1 k—1
=VLsA,Y ' —VELsB,Y d7'=VLs=—) ¢ —VLsB,— Y d.
Ag (1 —ck By (1—d*
i (122) e (5)
Cs

1_C5 ds 1_ds

_ ok _ gk
ﬁA(l Cs)_ﬁsBs(l ds)

—+v/ Ls ds vV Ls
S BS AS —_ BS —
- —A—(l—clg)—d—(l—d’j) =LA - Dy Bt
Cs s Cg s
A, B Cy
_ As k—1 Bsdk—l | s s ) — AS k—1 Bsdk_l _ ==
CS + S Cs + dS CS J’_ S \/E

Lembremo-nos também de que vi11 < vg + LsSp_1 + Cav/s, jd que k < k:is' Desta maneira, usando a
hipétese da inducdo e a equacao que acabamos de derivar, obtemos
Vg1 < Vg + LsSk_1 + Cav/s
< Ayf T = Byl + VIsAyE T+ VEsBdE Tt — Ca/s + Cov/s
= A"V (1 + VLs) — B,d* (1 — VLs)
= Ay e, — Bodbld, = A — Bodb. [
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Fato 7.30. Sejam 6 >0, 0 < s < min(s,1,30%) ek € k5 ;] quaisquer. Entdo

— 02
L5

C

2L/

Ch
2V'L
Demonstragio. Usando os fatos [7.29] e [7.27] temos

Sk—1 <

(ck —d¥)+ (ck +db)

v/ LsSy, < Ayt + Byd* B Co

RV L ~ R AV
= I 2 () -
= SR ) (T ) -
|
A partir de agora, para resultados relacionados a c¢s e ds — especialmente d; e suas poténcias —, vamos

passar a supor que s < 1/L de forma que 1 —+/Ls > 0 e vamos escrever s < min(g, 1, %627 1/L) (exceto
no fato logo a seguir, quando s6 precisamos de s < min(1,1/L)); de novo, podemos fazer isso pois estamos
interessados nesses resultados no limite com s — 0.

Afirmagéo 7.31. Para 0 < s < min(1,1/L), as funges f e g definidas por f(t) = c. —d% e g(t) = ¢}, + d,
comcs=1++Ls eds =1—+/Ls, sdo crescentes em t.

*

~ . k3, K3, 5 3 s
Usaremos essa afirmacido para majorar, por exemplo, cs*° — ds*° por cs/ Ve ds/ V5 1o préximo fato e
n’outro mais adiante. A sua demonstracio se encontra no [Apéndice B] [Subsecao B.2.4]

Fato 7.32. Para 0 >0, 0 < s < min(s, 1, %62, 1/L) e k € [k} | quaisquer, temos

Civ /5 Cs Cy
. < /s _ g8/\/s ~2 ([ 8/Vs o/Vs) _ 22
V5SS 5 (cs o ) Vit 52 (cs +d’ ) -

Demonstragio. Usando o fato [7.30] e a afirmagdo [7.31]
(& k2 K Cy K Kk Cy
G, < (5 — o) (ki 4 dtie) -
\/51@5151_\/;<2\E Cs s +2L\/§ ¢ +ds /s

C C! C
<5 (2 O (W7 = ) 2 (i) - 2 f)

= O (-t e S () - 2 .

Este fato fornece uma majoragdo de \/ES’;C; _1 em funcdo apenas de 6 e s. Usaremos isso para majorar

a diferenca méxima das condigoes XJ. e Tgr -
5,5 )8

7.2.2 Caso 2: k > kj, ou onde nao ha suavizagao

Fato 7.33. Para § >0, 0 < s <min(s,1,36%,1/L) e k € [K}] quaisquer, temos

Sk C K=k} K*—k} Vki +1 [ KI—k} K*—k; Co/s
S L < 5,5 2 ( < s S,s dg s 6,5) 5,5 ( < s S d s 6,5) _ 2 .
VsSk: _\/§< 5 +25L> c. +d. + Wis c. s 5L

Demonstragao. Sejam 6 > 0, 0 < s < min(g, 1, %62, 1/L). Seja k > kj .. Temos entdo que k > 5/\/s =

1/k < \/s/6 = /s/k < s/d e ai, usando o coroldrio

v <vgp_q1+ LsSk_o+ Og\/g/k < g1+ LsSk—o + Cas/d. (7.10)

69



Consideremos as varidveis auxiliares wy e Rj, definidas para k > kj , + 1 pela recorréncia
;

wyp = wWg—1 + LsRi_o + Cas/d
Ry =Ry 1+wg

com Condlgoes iniciais Wgr 41 = Uks 41 € Rk* = Sk* Isto é, wy e Ry representam o que consideramos o

“pior caso” para vi e Sk respectlvamente (quando vale a igualdade para a|[Equagao 7.10)).
Por induc¢ao podemos provar que para k > kj . + 1, vale que

wg >vp e Rp1 >S5, 1.

O caso base da indugao (i = ks s+ 1) se d4 pela prépria defini¢do das condigbes iniciais. supondo agora que
w; > v; e Ri_1 > 5;_1 para algum i > k;s + 1, temos

Wit1 = w; + LsR;—1 + Cas/d > v; + LsS;—1 + Casd > v;

e, consequentemente,
Ri=Ri_14+w; > 8Si—1+v; =25

o que configura o passo indutivo.
Usando R = Rp_1 +wi e Ri_1 = Ri_o + wi_1, para k > k‘}ys + 1 podemos escrever

Ry — Rp—1 = Ry—1 — Ry—2 + LsRy_o + Cas/¢
= Rk,1 — (1 — LS)R}@72 + 028/5.

Por fim, rearranjando os termos, poderiamos escrever
Ry =2Rk_1— (1 — Ls)Rp_2+ C28/0 ou Ry =2Rp_1 — csdsRi_2+ Czs/0.

Esta equagdao junto das condig¢bes iniciais Rk* = Sk* e Rk* 41 Rk* + Wk +1 Rk* + Uk +1

caracteriza uma definicdo alternativa para a sequenma {Rk} Com essa deﬁmgao podemos provar que para
k€ [k; o, K], vale

Sk;* C g L VE* +1 o o C
Ry = ( 5,5 +2> (CI: k5 o +df k5,5)+ 5,5 (CI: ks s —df ko,s)_i.

2 20L 2v/Ls 5L’

essa demonstragao se da por inducéo fraca e se encontra no [Apéndice B| [Subsecao B.2.5] Assim

Sk; *_px ’Uk* * *_ .k
VsSk: < VsRi :\/§< Cs ) (e Rae 4 gl ’““)+ o (e TR gl ) —ng.-

2 26L Qf

7.2.3 Parte final

Tomaremos agora os limites de \/sSg» com s — 0T e § — 0F.
Para tomar o limite em s, consideremos antes os limites

N s Cy .
i) lim,_ g+ as = ﬁ,

i) lim, o+ bs = 0;

cee\ 7 ks o—1 ks o—1 _

iii) limg_,o+ (cs‘s’S +ds™* ) = VLo 4 o~ VIs, ¢

e Ki.—1 kg _
iv) lim,_ o+ (cs —ds> ) = VLS _ VIS,
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Os desenvolvimentos desses limites se encontram no [Apéndice Bl [Subsecao B.2.6 Notemos que para § > 0
fixo, cada um desses limites é finito. Além disso, pela segunda desigualdade do fato com k = kj g,

temos

. . , k5.
sliglJr ng’erl = s]i%l+ (A 06 — Bods )
— lim ((as T by)ekre — (ag — bs)d’§§>s)
s—0+
= lim (as (cf“ . d§5,5> T b, ( K2 +dk‘“))
s—0t

= lim as lim (’; —dk‘;b)—i— lim b, lim (k‘“—kdk“) = 23% (eﬁé—efﬁ‘s).

s—0t s—0t s—0t  s—0t

Consideremos ainda os limites
(cg/\/g—|r1 + dé/‘fﬂ) =eVIs 4 efﬁé;

v) limg_,q+

(cg/\/@rl -~ dg/ﬁﬂ) — VL6 _ —VIs.

Vi) lims_>0+ 5

K —Fk5 +d§§7k§,s) < eT=OVL 4 o~(T-)VL, o

vii) limy o+ (cb

KI—k, d . k53> Se(Tfé)ﬁief(Tfé)ﬁ.

viii) limg o+ (cs

Os desenvolvimentos desses limites também se encontram no [Apéndice B|, [Subsecao B.2.6] Para cada § > 0

fixo, esses limites também sdo finitos.
O préximo fato apresenta o limite com s — 07 de \/ESkg _1. Vamos precisar desse limite pois esse termo

aparece na férmula que usaremos para tomar limite de /sSg.

Fato 7.34. Para § > 0 qualquer, vale

hm \[Sk* 1< 2L ( VLS _ﬁ‘s—?).

Demonstragdo. Seja § > 0 qualquer. Usando o fato da sequéncia S} ser nao decrescente, o fato e 0s

limites [v)| e temos

Jim Vi, < lim SSL(/VE V) e SN Vi) - 2
26\} Hm( SIVEHL dé/f+1)\[+ % hrg (V51 4 @IVt %
=0 2CL( VIS Vi) - %
~ g (). .

Tomamo agora o limite de \/sSk+ com s — 0.

Fato 7.35. Para § > 0 qualquer, vale

i, g VESier < 5 (717 = T 1 (T - O,

71



Demonstracao.

lim max +/sS)_ 1= hm VS 1< hm VsSk: < hm VsRk:

s—0t ke[K 7]
Sk C K*—k; K* =k Vkr 41 [ K*—k} K*—k; Cav/s
— 1 S5 L2 ( R 5,5) 5.5 ( R o 5,5) 2
o0t [\/g < 2 T 25L> “ * HEVAS ‘ 5L
N : —k; .« Tk Co —k, —k3.
- 5 51—1>r(r)1+ \/§Skg’3 h%l (Cs + d ) + ﬁ sl—l>r61+ \/> (CS T d )
i () G
S—r S—r
< 2 & ( VIS 4 ~VIs _ 2) (e(T—a)ﬁ n e—(T—é)ﬁ) n &) (eﬁé _ e—ﬁa) (e(T—a)ﬁ _ e—(T—a)ﬁ) )
4L 4L

A partir dai, com mais algum desenvolvimento, podemos concluir enfim que

lim max v/sSp_1 < —= C ((eT/ﬁ - e(T_‘S)/ﬁ> + (e_T/ﬁ - e_(T_‘s)/ﬁ)) . |
s—0F ke[K ¥ 2L

Agora, para tomar o limite em d, consideremos os limites

ix) limg_,o+ (e_T/ﬁ — e_(T_‘;)/ﬁ) = e TIVL _ =(D/VL = 0; e

(eT/ﬁ _ e(T_a)/ﬁ) — oTINT _ TV _ .

x) limg_q+

Esses limites sao obtidos pela simples substituicao de ¢ por 0, ja que a exponencial é continua. Com isso,
podemos provar o préximo resultado.

Lema 7.36.

lim lim max p; =0.
§—0t s—01 k€[K ]

Demonstragdo.

lim lim max p; < lim lim max 1/sSx_1
§—0t s—0t ke[K*]p 0—=0t s—=01 ke[K}]

< (SL ((VE = eT=DIVE) 4 (7 TIVE - e—(m)/ﬁ)))

:@ lim (eT/‘F eI ‘Wf) + lim (e_T/ﬁ—e_(T_‘s)/‘/f) =0. |
2L §—0+ 5—0+

Isso prova a terceira convergéncia, como gostariamos! Podemos agora finalizar a demonstracao da con-
vergéncia do AMD para a solugdo da EDO (6.1)).

Lema 7.37.

lim max
s—=0ke[K

X (k)| =

Demonstragdo. Tomemos a sequéncia d,, ~\, 0 do lema que satisfaz lim, o SUpepo, 77 [| X6 (t) — X (1)[| =
0 ou, de maneira equivalente,

lim lim max
m—o00 s—0 ke Kx ]

| X5 (kv/s) — X (kv/s)|| =

Como nem zj, nem X (k+/s) dependem de m,

lim max
s—=0 ke[K 7]

|z — X (kv/s) H = lim lim max

m—o00 s—0 ke K* ]

|k — X (k)| -
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Agora, pela desigualdade triangular, obtemos

ok = X (o3| = |l = X0 + X = X, (6/3) + Xs,, (k/5) = X (kV/5)
[k = X3 | + | = X, (B 5)| + (1., (ev/5) — X (k5)|
Lo — o0 + X8 — X k3| + X (hvE) — X (k3|

Lt | X8 — X, (65| + 11X, (kv5) — X (k5]

IN

IN

Dessa forma

lim lim max ||zx — X (kv/s)|| = lim lim max
m—>oos—>0k,e[K;] 57”4)OS—>0]€€[K;‘]

. . 1 P
= lim lim mex (Vpk + HXk - X(sm(k\/g)H + (| X, (k/s) — X(k\/E)H)

1. .
= — lim lim max
V 6;m—05—0ke[K?]

|2 — X (k/s)

+ lim lim max
Sm—0 s—0 ke [K*]

’Xzf’” — X5, (kV/s)

X5, (kV/s) = X (kv/5)]|-

+ lim lim max
Sm—0 s—0 ke[K*]

O primeiro termo é igual a zero pelo lema O segundo ¢ igual a zero pois X} foi construido a partir
do método Euler-Forward justamente para aproximar Xs (k+/s). Por fim, o tltimo termo é igual a zero pois
{0m }men foi tomada para isso. Portanto,

lim max
s—=0 ke[K 7]

z — X (ky/s)|| = 0. ]
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Capitulo 8

Experimento numérico

Neste capitulo consideramos o problema de minimos quadrados restrito ao simplexo n-dimensional (como

visto em [5.5)),
min z) = ||Az — b|?
_min f(@) = Az - b,

e comparamos numericamente quatro algoritmos de otimizagdo abordados: Gradient Descent projetado,
Accelerated Gradient Descent Projetado, Projected Mirror Descent usando entropia negativa e Projected
Accelerated Mirror Descent, também com entropia negativa. O experimento foi feito usando Python ([Pyt23])
e os c6digos podem ser encontrados em https://github.com/josearthursouza/Dissertacao.

A construgao das escolhas de passo 7 segue diretamente da desigualdade-candnica de regret para Mirror
Descent. A seguir, transcrevemos o resultado ([Bubl5b, Teorema 4.3]) que usamos para as escolhas dos
tamanhos de passo, e derivamos a escolha 6tima de 1 para duas geometrias distintas:

o U(z)=3 ||x||§, a funcdo geradora da norma euclidiana, para o GD e AGD;
o B(z)=>"", x;logx;, a funcdo geradora da entropia negativa, para o MD e AMD.

Teorema 8.1 (Bubeck, 2015). Seja ® wm mirror map v-fortemente convezo sobre X N'D com respeito d
norma ||-|| Seja o = arg mingexnp (), € defina R? = sup,c xnp @(x)—®(z0). Se f é conveza e L-Lipschitz
com respeito a4 norma ||-||, o algoritmo de dual averaging com n = %1/% satisfaz

1 & 2
f(T;xt> ~ J(@") <2RL\[ .

O Dual Averaging (DA) é definido por

Op+1 =60—17 Zf:o Vf(xi),
zpr1 = (VO) "1 (Oh11)

onde 6y = 0 ([FHPF22, Algoritmo 1]). A primeira equacio nos leva a

Ok+1 =00 —nV f(xo) =V f(z1) =V f(z2) — - =0V f(2K)
=01 —nVf(x1) —nVf(xa) — - —nVf(wg)
=0y =V f(x2) = —nVf(zy)
= 9k - nvf(xk)a

que é igual a equagado do passo do gradiente do MD. Como a segunda equacgao também é igual a primeira
equacao do MD (5.2), temos que os dois métodos sdo equivalentes quando 6y = 0, de forma que o uso do
teorema se justifica (vamos escolher xg satisfazendo essa condigdo).
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Para o caso euclidiano, a norma usada ¢ ||+, e a funcdo geradora é ¥(z) = Hx||§, que é 1-fortemente

convexa com respeito & norma euclidiana, de modo que v = 1. Como X é o simplexo, o valor de R? é obtido
com

1 2 1 2
R = sup 2 ol — £ ol
zeX

Esse calculo pode ser feito analiticamente. No simplexo, ||:c||§ é maximizado em um vértice e;, com ||e; ||§ =1,
e minimizado em (1/n,...,1/n), que é a escolha natural para . Assim, como ||zo||3 = 1/n2 4+ 1/n®+---+
1/n? =n/n? = 1/n, temos
RR-l_L_n-l
2 2n 2n
O pardmetro Lo (constante de Lipschitz de f com respeito & norma £2) é tomado como o maior valor de
IV f(x)]|, no simplexo, o que foi calculado numericamente por varredura em malha fina. Ressaltamos que
esse método ndo é o mais pratico de maneira geral.
O passo usado para o GD e para o AGD foi

o n—=1 7 n—1
GO =ToN A T 20,V aT

onde T é o nimero de iteragoes (200) e 7 = 0,001 a fim de melhorar a visualizagdo dos comportamentos;
esse mesmo fator 7 foi usado para escalar o passo dos métodos MD e AMD.

No caso da entropia negativa, a norma usada é a {1 e a fun¢do geradora é ®(z) = Y., x;logz;, que é
1-fortemente convexa com respeito & norma ||-|[; (pelo menos no simplexo), de modo que v = 1 também.
Para calcular R? analiticamente, notamos que o valor méximo de ®(z) no simplexo ocorre em um vértice

(x = e;, com ®(e;) = 0), e 0 minimo em zy = (1/n,...,1/n), de novo, a escolha natural para zp, onde
P(z0) = Yoy %bg% = —logn. Portanto,

R? =0 — (—logn) = logn.
Ja L, é a constante de Lipschitz de f em relacdo a norma ¢1, isto é,

L = sup [|Vf(2)]
zeX

que nos experimentos também foi estimado numericamente (de novo, ndo a maneira mais pratica de se fazer
iss0).
O passo usado para o MD e AMD foi, portanto

7 [logn
™MD = I or

A mostra os valores reais calculados. Notemos que os passos para o MD e AMD sdo considera-
velmente maiores que os passos para o GD e AGD. Isso é possivel e justo porque os passos dados pelo MD sao
dados “sem restricdo” no espaco dual, uma vez que o mapeamento é sobrejetivo e coercivo, permitindo que
os pontos duais divirjam. Na verdade, como em geral a solucdo estard no bordo do simplexo (por exemplo,
em um dos vértices) a trajetéria dual ird divergir. E como se a funcio a ser minimizada no espaco dual,
F((V®)~1(0)), ndo tivesse minimo. Dessa maneira, dar passos maiores nio s6 faz sentido como é 1til para
a convergéncia do algoritmo.

Dimensao Neb IMD
100 1,08 x 1077 [ 2,49 x 10~4
10.000 3,46 x 107% | 2,01 x 1072

Tabela 8.1: Tamanhos de passo para GD (Gradient Descent) e MD (Mirror Descent) em diferentes dimensoes.

Comparamos os métodos em dois casos: dimensao 100 e dimensao 10.000. O Mirror Descent sabidamente
se sai melhor em alta dimensdo. Isso se d& em parte porque nas configuracdes do simplexo, a projecao
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usada pelo MD é a de Kullback-Leibler, que tem custo computacional O(n), onde n é a dimensdo do
espago, enquanto a projecao euclidiana tem custo O(nlogn), normalmente por conta de uma ordenagio dos
elementos do vetor a ser projetado ([WCP13]). Existem maneiras de calcular a proje¢io euclidiana de um
ponto no simplexo com custo teérico O(n?), mas com um desempenho pratico comumente melhor, O(n).
Uma maneira é usar o método de Newton para resolver o problema de minimos quadrados com restrigao
no simplexo ([CMS14]). A mostra as médias de tempo (em escala logaritmica) necessario para
realizar cada uma das proje¢oes em funcdo da dimensdo (também em escala logaritmica); as médias foram
tomadas de 50 amostras de proje¢oes de vetores aleatorios no simplexo.

Comparacao de tempo de projecao no simplex

Projecdo Euclidiana
—&— Projecdo de Bregman
1072 4
0
o 10—3 4
2
RJ]
€
o
Q
€
#1074 4
10—5 4

10! 10? 103 104 10°
Dimensdo do vetor (escala log)

Figura 8.1: Comparacao de custo (em tempo) das projegdes euclidianas e de Kullback-Leibler em fungdo da
dimensao do espago (escala loglog).

As figuras (8.2 e 8.3l mostram os erros em escala logaritmica simétrica (as figuras correspondentes em escala
log normal podem ser encontradas no no valor da f dos quatro métodos em funcdo do tempo
de execugao. Escolhemos usar o tempo de execucdo em vez das iteragdes para notar que alguns métodos
convergem mais rapido, ndo somente em iteragdes, mas em tempo mesmo, evidenciando o efeito dos custos
das projegoes. As iteragdes podem ser visualizadas pelos pontos nas curvas: cada ponto (t, f(zr) — f*)
representa uma iteracdo. O efeito dos custos de projecao, apesar de nao ter sido grande, pode ser notado
observando que os tempos finais, isto é, da Gltima iteragio, para os métodos MD e AMD sdo menores (mais
a esquerda) do que os tempos finais para os GD e AGD.

Notemos que as convergéncias dos métodos sdo bem parecidas em baixa dimensdo (100), mas tém di-
ferengas expressivas em alta dimensdo (10.000). Como era esperado, os métodos acelerados representam
uma melhora em relagdo aos nao acelerados. Além disso, os métodos mirror também representam uma
melhora em relagao aos métodos mais usuais. Desta forma, o GD acaba sendo o pior dentre os quatro e o
AMD, o melhor. Por fim, o MD ainda apresentou um desempenho melhor do que o do AGD, mostrando
que a adaptacdo a geometria do problema ¢é bastante importante, principalmente para problemas em maior
dimensao.

No se encontram também as figuras que apresentam a convergéncia dos pontos X, =

%Z?:l T, gerados pelos métodos, o que dialoga mais com o Teorema Além disso, no |Apéndice D

apresentamos as taxas de convergéncia empiricas relativas a este experimento numérico.
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Convergéncia dos métodos em dimenséo 100

\ o |
: - AGD

—e— MD

—— AMD

10t \

10° \

— " (escala symlog)

f(X¢)

-
o
L

Voo e

L‘A 666666 6606060666060 SN0 000000000
> L0000 a4 90000000

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 8.2: Comparacdo das convergéncias dos métodos GD, AGD, MD e AMD para um problema em

dimensao 100.

Convergéncia dos métodos em dimensao 10000

0 \ \ \
' | | |

‘““WMM

10t
LY

. \

1071

—f* (escala symlog)

f(Xi)

GD e

—- AGD
—o— MD
0_7 o o666 -6 -06-6-6-6-6-6-6- -6 -6—-06-0-0-0 o-6-6-06-06-6-6-0 o-6-6-6-6-6-6-6-6-6&
—@— AMD 9900000900000 0000000909090 9090 0909090009900 0000000
T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Figura 8.3: Comparacdo das convergéncias dos métodos GD, AGD, MD e AMD para um problema em
dimensao 10000.
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Capitulo 9

Conclusao

Neste trabalho estudamos trés métodos de primeira ordem — Gradient Descent (GD), Accelerated Gradient
Descent (AGD) e Mirror Descent (MD) —, j& cldssicos em otimizac¢do convexa, bem como suas versoes
projetadas. Propusemos ainda um quarto método, o Accelerated Mirror Descent (AMD), que combina as
ideias de aceleragao e de mapeamento espelho.

Para os trés primeiros métodos, discutimos suas taxas de convergéncia quando conhecidas, assim como
suas conexdes com equagoes diferenciais ordindrias (EDOs). As solugdes dessas EDOs podem ser vistas como
casos limite das trajetérias discretizadas pelos métodos. Assim, a interpretagio continua permite transferir
resultados sobre taxas de convergéncia de solugoes de EDOs para os algoritmos discretos, desde que se
mantenham as mesmas condig¢bes iniciais.

No caso do AMD, apresentamos a EDO correspondente e estabelecemos dois resultados centrais: i)
existéncia e unicidade da solugéo sob certas condigdes iniciais e ii) convergéncia da trajetéria produzida pelo
algoritmo para a solugao da EDO associada.

Exploramos também a aplicagdo do MD e do AMD em otimizacéo sobre o simplexo, derivando expressoes
explicitas para os iterados e permitindo uma visualizacao clara do efeito de cada passo.

A andlise numérica concentrou-se em um experimento simples, voltado a avaliar: i) os efeitos da aceleracido
no GD e no MD; ii) o impacto da escolha de um mapeamento espelho; e iii) a influéncia da dimensdo do
problema. Mostramos ainda que, no simplexo, os métodos baseados em espelho apresentam vantagens de
custo devido a projecdo de Kullback—Leibler, mais eficiente que a projegdo euclidiana.

Quanto a trabalhos futuros, ha diversas dire¢oes possiveis. Uma primeira linha ¢é investigar a aplicacdo
do AMD em outros contextos em que o MD ja é conhecido por ser vantajoso, como no caso do espectraedro
(spectrahedron). Nessa direcdo, seria relevante verificar empiricamente — ou idealmente provar de forma
analitica — se a aceleragao traz ganhos significativos também nesse cendrio.

Além disso, dado que a conexdo entre o método e sua EDO associada estd bem estabelecida, abre-se a
possibilidade de estudar taxas de convergéncia do AMD por meio da andlise continua, por exemplo utilizando
fungoes de Lyapunov.

Outra perspectiva interessante é considerar variantes estocasticas do AMD, que poderiam ser aplicadas
em problemas de larga escala ou de aprendizado de maquina, onde ja ha amplo uso de GD estocéstico e
suas variantes aceleradas. Também seria valioso estudar versées adaptativas, em que o tamanho de passo se
ajusta automaticamente ao longo das iteragoes.

Do ponto de vista pratico, seria util avaliar o desempenho do AMD em aplicagoes concretas de otimi-
zacao convexa de alta dimensao, como problemas em ciéncia de dados, otimizacao sobre matrizes positivas
semidefinidas, ou mesmo em contextos de teoria dos jogos (como algoritmos de pesos multiplicativos).
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Apéndice A
Mirror Descent

Neste apéndice provamos alguns resultados auxiliares para o estudo do Mirror Descent e Accelerated Mirror
Descent, com foco no mapeamento espelho usado por ambos.

Teorema A.1. Vk € N, (V®(zy11) — VO(xp)) (k11 — k) >0
Demonstracao. Como ® é convexa, temos que
D(y) = ¢(x) + VO(z)(y — )

D(y) — ®(z) > VO (2)(y — ).

Fazendo y = xy e x = x41, obtemos

O(xr) — P(Tht1) = VO(Tpy1)(@h — Thogr)-
Agora, fazendo y = xi41 € ¢ = ), obtemos

D(xpy1) — Plag) > VO(ap)(zpr1 — Tk)-
Somando as duas equagoes, ficamos com
0= (k) — Q(zt1) + P(@r41) — Pan) = VO(hs1)(@h — Tpg1) + VO(@k) (Tpt1 — k)

= VO (wp41)(@r — Thv1) — VO(2) (T — Tpq1)
= (VO(zk41) — VO(2r))(xr — Tpt1)

Desta maneira

(Ve(zp41) — VO(zp))(2k — Th41) <0

ou ainda
—(VO(zps1) — V@(2k)) (2 — Th41) = (VO(Tt1) — VO (2k)) (k41 — 1) = 0. u

Observagao. Fste resultado € conhecido como monotonicidade do gradiente para funcdes convexas. Fle
garante que o passo dado pelo Mirror Descent seja positivamente correlacionado ao passo que seria dado pelo
Gradient Descent. Isso pode ser visualizado notando que o campo gradiente da fun¢io ® funciona como uma
fonte, mais ou menos da mesma maneira que o campo gradiente identidade do espago dual.

Fato A.2. Seja ® : R" — R uma funcgao v-fortemente convexa. Entdo

IVO(z) = Vo(y)|| = vz -yl
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Demonstracao. De maneira parecida com a prova do teorema pela v-convexidade, temos que

(@) = B(y) > VO(@)(y —2) + 5 |z —y]”

v
©(y) — 0(z) 2 Ve(y)(x —y) + 5 llz — ul®.

Somando as duas inequagoes, obtemos
0> (VO(z) - VO(y))(y — x) + vz — y||”

ou ainda
(VE(2) = Vo)) (z —y) > vz —y|*.

Agora, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz (2.2)), temos entao que
2
Ve (z) = VO(y)| |z — yll = (VO(z) = VO(y))(z —y) 2 vz —y|".
Por fim, dividindo ambos os lados por ||z — y||, obtemos
Ve(z) = Ve(y)| = vz —yl. u
Corolério A.3. Seja ® : R™ — R uma fungio v-fortemente conveza. Entio (V®)~*(-) é L-Lipschitz.

Demonstragigo. Usando o fato e escrevendo 0 = V®(z) e ¢ = V®(y) e consequentemente z = (V®)~1(0)
ey = (V®)~1(¢), temos

10 =&l = v[[(Ve)=H () — (Ve &) = [[(V)T(O) - (Ve) (¢ < % 16— &Il

o que caracteriza (V®)~!(-) como uma fungao %—Lipschitz. ]

Observagao. Usando a notagio introduzida pela EDO suavizada|7.1), este coroldrio é escrito como
10(X(2)) —O(X(0)[| = v[|X(t) = X(O0)|| = v [ X(£) — zo|

ou Mesmo

[X(#) = 2ol < % 1©(X(#)) — (X (0))]-
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Apéndice B

EDO

Neste apéndice trazemos resultados auxiliares usados no [Capitulo

B.1 Teoria das EDOs

O teorema da dependéncia continua nas condig¢Oes iniciais se encontra abaixo e uma versdo mais forte, bem
como sua demonstragdo, pode ser encontrada em [vS15, Teorema 5.5]. Ele foi usado para mostrar que, com
0 — 0, as solugdes da EDO ([6.1)) com condiges se aproximando também se aproximam.

Teorema B.1 (Dependéncia Continua nas Condigoes Iniciais). Considere a EDO:

dy

— = F(t,y), to) = Yo,

dt (ty),  ylto) =wo

onde F' é continua em t e Lipschitz em y (uniformemente em t). Seja {Yo.n}nen uma sequéncia com
Yo — Yo, € denote por y,(t) a solugdo unica correspondente a condicdo inicial yn(to) = Yo.n. Entdo, em
qualquer intervalo compacto [to — T,tg + 7] contido no dominio da solugdio y(t), a sequéncia {y,} converge
uniformemente para y.

B.2 Convergéncia do método

Nesta se¢do, nos concentramos nos resultados usados na demonstragdo da convergéncia do AMD para a
solucdo da EDO associada.

B.2.1 Sobre a limitagao de f(y;)

Vamos provar que f(yx), onde yi sdo os pontos auxiliares primais produzidos pelo AMD, é limitado para
todo s << e todo k € [K}]. Para isso, consideremos primeiro o Teorema de Gronwall a seguir.

Teorema B.2 (Desigualdade de Gronwall). Seja w : [0,T] — [0,00) continua e suponha que existam cons-
tantes A, B > 0 tais que

u(t) §A+B/tu(7)d7, vt € [0,T).
0

Entdao
u(t) < APt vt e0,T).

Mais geralmente, se
t
u(t) <A+ Ct+ B/ u(r) dr,
0
onde C > 0 ¢é constante, entao

u(t) < (A+ Ct)ePr.
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A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [Wik25l Integral form for continuous functions
(especialmente o item (b))]. Com ele podemos provar o fato que gostarfamos.

Fato B.3. Dado T > 0 fizo, existem ¢ > 0 e uma constante M (dependendo apenas de constantes como
T, L, v e das condigoes iniciais, também vistas como constantes) tais que para todo 0 < s < ¢ a sequéncia

{yk}fjo estd contida em uma bola fechada de raio dependendo apenas de T, L, v e dados iniciais.
A7 para todo 0 < s < e todo indice k com 0 < k < KX, temos que

flye) < M,

e consequentemente,

C, = sulg 2L(f(yx) — f*) < +o0.
ReTK?)

Demonstracio. A prova é dividida em cinco etapas. A primeira delas consiste de introducdes de novas
variaveis e identidades béasicas relativas e estas.

Definimos dy, := 0, — 0r_1 para k > 1. Assim, podemos escrever & = 0y + purdi. Ai, da defini¢do do
AMD com passo s,

dit1 = Ops1 — Ok = & — sV f(yr) — Ok = prdi — sV f(yx). (B.1)
Para as variaveis £, a diferencga é calculada como

Ekw1 — &k = Opr1 + peprdis1 — O, — pdy,
=dpt1 + pret1dr+1 — pede = (14 1) dir1 — ped.

Substituindo (B.1]) nessa tltima equacao e reorganizando termos, obtemos

St — &k = (1 + po1) (padi — sV f(yx)) — pudi
= pudr; + prr1pde — (1 + pig1)sV f(ye) — pde (B.2)
= pi+1prdr — (1 + peg1) sV f (yi).
Usando 0 < pup, <1el+ pugr1 <2, chegamos a desigualdade

1€k+1 — &kl < ldil + 25 [V f(yr)]| - (B.3)

Seja y* minimo global de f; entdo f* = f(y*). Na segunda etapa que se inicia agora, buscamos controlar
dy, através de somas de termos como |ly; — y*||.
Como Vf(y«) =0 e Vf é L-Lipschitz, temos

IV L)l =1V f(ye) = V@l < Lllye — vl -
Usando (B.1]) e usando a desigualdade triangular, obtemos

ldi+1ll = llpwde = sV f (ye) |
< Jprel el + s IV £ ()
<kl + s IV ()l < lldiell + sLllyw — vl -
Iterando de 1 a k& — 1,
k—1
ldill < Nl + 5L llys =yl (B.4)
i=1
Substituindo (B.4)) em (B.3) e usando |V f(ye)ll < L |lyx — y«ll € llux — ysl| < Zle lly: — y«||, temos
k—1

161 — &kll < Nldull + 523 lgs = wll + 25L [l —
=1
k k

< all + 5L S M1y =yl + 5Ly — el < el + 252> Iy — ..

=1 i=1
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Na terceira etapa, passamos a trabalhar somente nas coordenadas primais e definimos uma curva que
interpola os pontos que nos serd tutil.

Usando [A.3]
k1 —yell < = ||§k+1 el - (B.5)

Combinando com a desigualdade anterior, obtemos

k
2Ls V5 Ykt — yk” 1 [l || 2L\/§
lgkss = ol < 5 sl + onyz —wl = TR S ST Y el (B)

Agora definamos ty := k+/s e a interpolagdo linear por partes y* : [0, 7] — R™ tal que y*(tx) = yr e y° é
afim em cada intervalo [tg,tr11]. Isto é, y® é a curva continua formada pelo segmentos de reta unindo yj, e
Yr+1 para cada k € [K} — 1]. Definamos ainda

Vs(t) == sup ly*(7) — -
0<7r<t

Queremos provar que 7, ¢ finito para qualquer s.
Para todo i € [KF — 1] e t € [t;,ti41], temos

k
lys = yell = lly*(t) =l S () = D llys =yl < ks(t) = 70
i=1

Substituindo isso em , temos que para t € [0,T],

lyrsr —well 1 fldall

s(T).
s Sy st 7 (t)
Para t € (tg,tg+1), por ser uma fungdo linear por partes, a derivada de y* satisfaz H %ys(t)H = w e
ai, como s é nao decrescente,
a 1 da | 2L /
—y ()| < = = d
@] < 212 [ suoar
1lldifl | 2L / '
<= — <(t)d B.7
< At L (t)dr (B.7)
1 [|d]| Ldy| , 2LT
= Ot < ——— 4+ —5(1).
S+ T < A+ 2
Na quarta etapa, buscamos o controle do termo ”le e aplicamos a desigualdade de Gronwall.
Da inicializag¢do do método, temos d; = —sz(yo), de modo que

a. _ Jldall
NG

Do Teorema Fundamental do Célculo, temos

= V5 V7o)l — 0.

t
d s s s * *
| @ =50 = o = 07 = 57) = (w0~ ")
O u
o que, usando a desigualdade triangular e a desigualdade triangular para integrais, nos leva a

dr.

t
d
S() — || < % s
() — ™Il < llyo y\|+/0 fduy(T)

Substituindo [B-7] nessa desigualdade, obtemos

t
. 1 OLT LT
1y° () — yull < [lyo — x| +/ (Vas R (T )) dr = [lyo — v« + ast+ — %(T) dr.
0 0
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Tomando supremo em [0, ¢] no lado esquerdo, temos

1 2LT [*
Vs(t) < Ro+ —ast+ —— 73(7—) dr,
1% 14 0

onde Ry := |lyo — y«||- Pela desigualdade de Gronwall (vide [B.2)), para todo 0 < ¢ < T vale que

2
~s(t) < <R0 + 1aS t> exp <2LT t) < <R0 + las T) exp <2LT ) .
v v v v

Como as = /s ||V f(yo)ll 529, 0, existe ¢ > 0 tal que para todo 0 < s < ¢, valha a; < % Ry. Assim, para
s<gcete[0,T], temos, enfim

T v 2LT?
< -z
vs(t) < (RO +- TRO> exp ( >

2LT?
= (Ro + Ro) exp ( » )

2LT?

= 2Ry exp ( ) = R(T) < oo.

Por fim, como f é continua, a imagem do conjunto compacto {y € R" : ||y — y.|| < R(T)} é limitada.

Portanto deve existir
M¢(T) := max < 400,
()= max I W)

e al para todo k € [K], temos f(yr) < M;(T) e, por consequéncia, C; = sup /2L(f(yx) — f*) < +o0 se
5>0
ke[K]]

s € (0,9). [ |

B.2.2 Um pouco mais sobre fung¢oes Lipschitz

Aqui, demonstramos alguns resultados que serdo usados para provar uma limitacdo para ||V f(yx)||, onde
yr sdo os pontos auxiliares primais produzidos pelo AMD. Para os préximos resultados, consideremos a
definicao a seguir.

Definicao. Seja f: R™ — R uma fung¢do convera com gradientes L-Lipschitz e x € R™ qualquer. O modelo
quadrdtico de f em x é definido pela fung¢io h : R™ — R com

hy) = @)+ V@) —2)+ 5 ly—

Fato B.4. Sejam f : R® — R uma funcgdo convexa com gradiente L-Lipschitz e x € R™ qualquer. Seja
também h : R™ — R o modelo quadrdtico de f em x. Entdo, para todo y € R™,

f(y) < h(y).

Demonstragio. Sejam x,y € R™ quaisquer e g(t) = f(z + t(y — x)),t € [0,1]. Temos que

Além disso, g(0) = f(z) e g(1) = f(y). Portanto
1 1
l6) = £@) = 91) = 90) = | Frat0utt = [ Ve tly =)y = o

= f(y):f(l‘)+/0 Vi(x+tly —x))(y — z)dt.
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Subtraindo V f(x)(y — ) dos dois lados e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.2)) e o fato de V f
ser L-Lipschitz, ficamos com

fly) =Vi@)(y—2) = /Vf z+t(y —2))(y — z)dt = Vf(z)(y - z)

/fo+t —x))(y — x)dt — /Vf

= f@) + / (Vf(x + tly — 2)) — V() (y — 2)dt

0

o)+ [ 194+t~ ) = V@) o] de
0
1

_f<:c>+||y—x||/0 Llx+t(y — z) — o dt
=f(x)+L||y—w||/o ||t<y—x>||dt=f(x>+L||y—x||/O ] - lly — 2] d
= f@)+ Lly—alf [ 1t = f@)+ 5 Iy —al.

Somando novamente V f(z)(y — ) dos dois lados, obtemos enfim

Fw) < J(@) + VI @)y — )+ 5 ly— ol = hiy). .

Fato B.5. Sejam f : R® — R wma fung¢do convexa e L-Lipschitz e x € R™ quaisquer. Sejam também
h:R™ — R o modelo quadrdtico de f em x e y* o seu minimizador. Entao

IVf@)* = 2L(f (@) = h(y"))-

Demonstragio. Pela propria definicio de h, temos que Vh(y) = V f(z) + L(y — ). Dessa maneira, o ponto

y* deve ser tal que
Vi@)+Ly*—2)=0 <<= y"=z-Vf(z)/L

Assim, avaliando h em y*, temos

h(y*>=h(w—w) — /(&) + Vf(2) (w—va(x)—x)-FSHx—x—va(x)

L
Vf(a:)) L H_vJ;(x) 2

2

2

— 1)+ 50 (-]

= @) = TIVF@I+ 57 IVF@I
1

= f(@) = 57 IV @I

Um répido rearranjo dos termos nos leva a |V f(z)||* = 2L(f(z) — h(y*)). |

Lema B.6. Sejam f: R™ — R uma func¢dao convexa e L-Lipschitz e x € R™ quaisquer. Entdo
IVf(z) 2L(f(x) = f*).

Demonstracdo. Sejam x,y € R™ quaisquer. Consideremos h, o modelo quadratico de f em z e y* seu
minimizador. Pelo fato f* < f(y*) < h(y*). Agora, usando o fato

VI @I =2L(f(x) = hly")) < 2L(f(2) = f*).
Tomando a raiz quadrada dos dois lados, temos |V f(z)|| < +/2L(f(z) — f*). [ ]
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B.2.3 Dois fatos auxiliares

Nesta subsecdo, tratamos de dois fatos auxiliares relativos aos objetos Ay, B, ¢s € ds. Os fatos sdo bem
algébricos e nio contribuem tanto para a demonstracio a ponto de serem incluidos no que j4 é

bastante extenso.

Fato B.7. Para s > 0 e k € N quaisquer, temos

le 02
Aock + Bodf = P —dith + —=
@ ) 2VL

Demonstracio. A demonstracao segue do desenvolvimento a seguir.

(C]SC+1

AscéC + Bsd;C = (as + bs)c;C + (as — bs)df
=q, (ck + dk) + bs(céc - d’j)

(Clgf/f02> (¥ +d") + (CIJQFCQx/E) (ck —df)

+ dk+1).

Cl\/>5 k Cy ok k Civs k Cov/s k
+d cs +dg)+ g —dg)+ ——(c; — dj
(s +df) + 2\5( )+ ——( )+ =5 )
_ Cl\/g /T (K k k k & k k / k k
- D) ( LS(Cs+ds)+(CS_ds))—*—ﬁ((cs—’_ds)—’_ LS(CS_ds))
_Civs Ca (& k
; ( (1+VILs)—d"(1 \/LS)) o7 (cs(1+\/fs)+ds(1—\/Ls))
Cl\[ k+1 k &
—d +1 4+ = Ck+1 +dk+l ) ]
2 ( S S ) 2@( S S )
Observagao. Também poderiamos provar de maneira andloga que
C1+/s Co
Ay — Bydk = T(c’;ﬂ +df ) + 2f( ch gkt
Fato B.8. Para qualquer s > 0, vale que
As B _ &
Cs dg VI
Demonstracao. Basta seguir o seguinte desenvolvimento.
é % _ ASdS Jr BSCS _ ASdS + BSCS
Cs d, Csds o 1—Ls
~ (as +bs)ds + (as —bs)es  as(ds + cs) + bs(ds —¢5)  2a5 — 2v/ Lsb,
B 1—1Ls N 1—Ls 1—Ls
_ 201LS+02_2¢*C1+02\/§
1-— Ls 2
. CLS—'—CQ,LSCl—’_CQ
11— Ls VL
1
_ LS \/Z (ClLS +Cy — LS(Cl + 02))
. i C1Ls+ Cy — LsCqy — LsCy
VL 1—Ls
_ 1 (G LsCr) 1 ((A-Ls)Ca) _ Co -
S VL\ 1-Ls ) L\ 1-Ls ) L
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B.2.4 Funcoes nao descrescentes

Nesta subsecao, demnstramos que duas fungdes sdo nao decrescentes. Lembremo-nos de que ¢s = 1 + /Ls

eds =1—+/Ls.
Fato B.9. Vs € (0,1/L), f(t) =c' +d. é cresente em t para t > 1.

Demonstragio. Como s < 1/L, ¢s e ds sdo maiores do que 0. Consideremos a fungdo f(t) = ¢! + d' e suas
derivadas:

f'(t) = In(cy) - ¢ +1n(d) - di,
() = In?(c,) - & + In?(dy) - d'. > 0.

Para mostrar que f é crescente em t > 1, vamos provar que f'(t) > 0 para t > 1. Como f”(t) > 0
para todo t > 0, a derivada f'(t) é ndo-decrescente. Portanto, se mostrarmos que f’(1) > 0, seguird que
f'(t) > f(1) > 0 para todo t > 1.

Definimos a funcao auxiliar

g(s) = f'(1) = In(cs)cs + In(ds)ds
=In(l1+vLs)(1+vLs)+1In(l —vLs)(1—+VLs).

Queremos provar que g(s) > 0 para todo s € (0,1/L). Para isso vamos mostrar que g(0) > 0 e que ¢'(s) < 0.
Observemos que em s =0, g(0) =In(1) - 1+1In(1) -1 =0 e que

14+VLs>1—VLs = In(1+VLs)>In(l—VLs) = In(1+VLs) — In(1 — VLs) > 0.

Agora, para s € (0,1/L), temos

J'(s) = % (1n(1 +VLs)(1+ VLs) +In(1 — VLs)(1 — \/E))

L 1++VLs 1—+Ls
:2\/E <1+m+ln(1+m)—wfs—ln(l—¢fs)>

L
= e (1+ln(1+\/fs)—1—ln(1—\/fs))

L
= 3 (n(1+ VZs) — n(1 = VLs)) > 0.

Assim, mostramos que g(s) > 0 para todo s € (0,1/L), o que conclui nossa demonstragdo. [ ]

Fato B.10. Vs € (0,1/L), f(z) =ct —d. é cresente em t para t > 1.

Demonstraggo. Como s < 1/L, ¢5 e ds sdo maiores do que 0. Além disso, ¢; > 1 e ds < 1. Isso significa que
¢! é ndo decrescente em t e d’ nao crescente (o que é o mesmo que dizer que —d’, é ndo decrescenteem t).
Assim ¢! — d% é a soma de duas fungdes nao decrescentes, logo, nao decrescente também. |

B.2.5 Recorréncia

Nesta subse¢do vamos provar que se Ry é definida pela recorréncia
Ry = 2Rg—1 — csdsRi—o + Cas/6

com condigoes iniciais ng = Sk; e ng 41 = ng ukz 41, entao para todo k € [k:(’gs, Kg], vale

Sk Cy k—k* k—k: Uk: 41 k—k: k—k* C.
R — 5,8 2 N 5,8 ds 5,5 5,s . S5 dsl S5y _ 2
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onde ¢ =1+ vV Lseds =1—+Ls. Provaremos isso por inducédo fraca em k.
Para os casos bases (i = kj ; e i = kj + 1), temos

Shx C « « « Vix « *
. 2 Ky ki, k;o—kj ky 41, kE —kE, K}~k Co
Rk;g ( 3, (Cso. 5 d ) s, ) 3, (CSE’ s, dsé 'S5 )

Spx Uk
:< k6’3+02>(c2+d0)+ k +1( - Cs

2 20L 2«/ oL
Sk Cs Cy Cy Oy
— i —_ 2—7 = * _— - = * o,
( 2 %L oL = . T 5L oL = ki

Sk C " . . gy
s 2 k3 o+1—k5 k3 s+1—kj o ks o+l By +H1-kj
=< L =) (e 2 d” 20 4 (cs” s

ki 41—k} Cy
Ry« N —ds 5,8 5,5
R5.o T 2 20L ‘ WIs )= 5L
Sk(’; 02 1 Vgx +1 C
— ;8 dl §,s 1 _ dl _ 72
( 2 +25L (CS+ S)+ 2\/L78 (CS S) (;L
Sk;f s Cy ké st / Cy Co
= ( 2’ + %L 2+ ov/Ls (2v'Ls) — ké + 5L T Uk; 41T 5L Sk;ys + Ukz +1-

Agora, para o passo indutivo, suponhamos que valha a igualdade para i = kis—2ei=kj,—1. Entao
para i = kj ., temos

RZ‘ = 2R1‘,1 — CsdsRifz + 028/5

Sk C. i—1—k} i—1—k: Vky 41, i—1—k i—1—k: C.
— 2 S,s 2 8,8 ds S8 S, ds 8,8 2
(( 2 +25L>( + NI )= 51

Sk C. i—2—k} i—2—k* Vky 41, i—2—k i—2—k* C.
_ d (] 2 8,8 ds 8,8 8,5 . S5 ds 8,8 2
Cs s<< ) +2§L>( + )+ 9 T/S (C ) (5L

+ CQS/(S
_ (Sk; n ;;2) (20271%;,5 bodi T R g e g g ksg)
Uky +1 _ i—1—k} i—1—k; i—2—k i—
o (20} D Y AL CRTIPYP (o
VLs
+ CQ 2 + Csds
6 L L
Mas nés temos que
201 1-k}, n Qdi—l—kgs ed, Cz 2-kj, csdsdi_Q_kg‘s _ 202—1—1@;5 n 2d2 1-k}, L Cz 1-kj, csdi_l_k‘?s
(2 d)zlk5g+(2_cs)zlk6§
— CSCQ 1—k5 +dsdz_1_k§'s — Ci—ks,s +di—ks,s
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e que

i—1—kE i—1-kj, -2k i—2— k7 i—1—kE i—1—k i—1—k7 i—1—k
2¢s >0 2d, 5 eodsCs R 20 = ¢ 5 2d, 5 dges S 4 cods o
i1k i1k
= (2 dg)e T R (g o)
i—1—kj ¢ i—1—kj i—kj o i—kj o
= CsCs R e P, S

Alem disso, temos
2 cds Ls 2 1-Ls Ls—2+1-1Ls

1
7 Ty R A L -
Juntando tudo isso, obtemos enfim,

Sk C ik ik vki 4+ 1 g ik C
R; = 5,8 2 I ;s S5 S5y _ X2
< 2 T 26L> (es 7" + i “oVIs (cs s )T 5L

B.2.6 Limites

Nesta ultima subsecao, calculamos alguns limites usados na demonstragdo da convergéncia do AMD para a
solugdo de sua EDO associada.
Para todos a, 5 € R fixos, temos

Ci1Ls + Cy Cy

\ = i = .
Dhim = p =V o
. . Ch + Cy
2) lim by = 1
)=l Ty Ve=0
3) lim cﬁ— hm (1—1—\/7)
s—=0t
4) hrg d? = hm (1—\/5)5 =1
s—
5) hl’glJrCa/fJﬁB_ hm cf (1_'_\/7)&/\[_ hm CB hm (1_|_‘/ )fa/vLs \/Zé;
s5—>
6) lim d®/V**tP = lim d?(1 — VLs)*V® = lim dﬂ lim (1 — \/Ls)“ﬁo‘/_v = e—ﬁé;
s—0t s—0t s—0t s—0t
7) lim eV | omVEIS _ 0 4 o0 2;
6—0t
8) lim VIO _ e VIO — 0 _ 0 —
0—0+F

Agora, como ¢!, + d’. ¢ ndo decrescente em ¢ e usando o limite 5) acima com a =T — § e § = 1, temos

lim (cf* KX +d§(:_k§’s) < lim (ch*‘”/\/g“ +d§,T*5>N5+1)

s—0+t s—0+
= lim (TN iy g0V ((T=OVE y (~(T=0)VE
9—>0Jr s—0t

Da mesma forma, agora com o = e 8 = 0, temos

lim (clzz"“+1 —|—dk“+1) < lim ( /V/s+1 +d5/‘[+1> = lim c‘s/\[Jr1 + lim d‘s/‘f'H ‘E‘S +e_ﬁ5.

s—0t s—0t s—0t s—0t

Por fim, como ¢!, —d’ também ¢ nao decrescente em ¢ e usando de novo o limite 6) com a = § e 8 = 1, temos

hm (Ckg,s+1 dké <+1) S hm (Cg/\/‘;+l _ dg/\/g‘i’l) < hm 05/f+1 hm dé/\[+1 \/Z(S _ @7\/36.

S
s—0t s—0t s—0t s—0t
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B.3 Sobre a discretizacao da EDO associada ao AMD

Neste capitulo, derivamos o AMD (6.1]) a partir das equagbes que definem a EDO mostrando especifi-
camente a qual discretizagdo o método corresponde.
Como visto na subsegdo [7.1.1} a EDO [6.1] pode ser reescrita como

4 (exm)) Z(t) (B.8)
dt\ z@) ) \-2z@)-vViX(@)) .

Aplicando o método de Euler progressivo com passo /s & primeira equagao desta nova formulagio, obtemos

Opr1— O

NG

o que corresponde a segunda equagdo da formulagdo [7.9] para o AMD.
Agora, aplicando o método de Euler progressivo a segunda equagéo da EDO e substituindo ¢ por (k+2)+/s,
obtemos

=z = Opy1 =0k + sz,

Zk+i/; ko _ e +32)\/§Zk —Vf(zy) = zp1= (1 - k—?—?) zp — V f(xk)

= Zpt1 = przk — V(zk).

De maneira analoga, aplicando o método de Euler regressivo a mesma equacao, obteriamos

Zip1 = ezl — Vf(@rg1).

Agora, consideremos a combinagdo convexa de 0y e 011 definida por 6/ = 0y + g (0x+1 — 0x). Temos que
0’ é igual a 65, quando k = 1 e se aproxima de 61 conforme k aumenta. Como 6y1 = 6y + \/S2x, podemos
reescrever a combinac¢io como

0" =0k + p/s2k.
Seja yx = (V®)~1(¢'). Definimos uma discretizagdo da segunda equacio da EDO dada por
Zer1 = 2k — VI (Yk),

que chamamos de método de Euler ponderado. Essa discretizagao gera as duas tultimas equagoes da
formulacao para o AMD. Com isso, concluimos que o AMD corresponde a uma discretizagdo, ainda que
nao tao Obvia, da equagdo encontrada.
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Apéndice C
Experimento Numeérico

Neste capitulo, trazemos figuras complementares as produzidas pelo experimento numérico. Abaixo, as
[Figura C.] e [Figura C.2] mostram os dados apresentados no em escala log.

Convergéncia dos métodos em dimensao 100

102 4 GD
- AGD
—e— MD
10! 4 - AMD
100 4
=)
k<)
© 1071 4
©
@
)
w1072 4
|
<
=
10—3 p
1074
105
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

te

Figura C.1: Comparacdo das convergéncias dos métodos GD, AGD, MD e AMD para um problema em
dimensao 100.

Observamos que o erro do método AGD ¢é exatamente zero a partir de certo ponto, isto é, que ele atinge
o minimo da fung¢ado objetivo. Isso ocorre porque, nas configuracoes do problema, a solugdo é um dos vértices
do simplexo e, com a projecdo, o AGD acaba tendo uma vantagem, ji que pode sé se aproximar da direcao
correta do vértice 6timo. Em outras palavras, basta que o método dé um passo suficientemente grande na
dire¢do indicada pelo gradiente — que ja aponta para fora do simplexo no vértice correto — para que a
projecdo o leve diretamente a esse vértice. Assim, o algoritmo nfo precisa convergir de forma gradual como
em regioes interiores: uma vez que o movimento extrapola o simplexo na direcdo certa, a projegao realiza o
“salto” final até a solucao exata.

Abaixo, as [Figura C.3| e [Figura C.4] mostram as diferencas de valores (em escala log) entre as médias
dos pontos gerados e o valor 6timo da funcao em dimensdes 100 e 10.000, o que estd mais relacionado com
o resultado assim como os limites superiores para as diferengas do GD e do MD (Bound GD e Bound
MD). A ideia é comparar o resultado obtido pelos métodos na tltima iteragdo (com k =T = 200) e o limite

superior previsto pelo resultado 2RL %, onde, lembrando, R e L sdo os mesmos do |Capitulo 8
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Convergéncia dos métodos em dimens&o 10000
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Figura C.2: Comparacio das convergéncias dos métodos GD, AGD, MD e AMD para um problema em
dimensao 10000.

Convergéncia das médias dos métodos em dimensdo 100

B
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\
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Figura C.3: Comparacdo das convergéncias das médias dos métodos GD, AGD, MD e AMD para um
problema em dimensao 100.

96



Convergéncia das médias dos métodos em dimensdo 10000
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Figura C.4: Comparagdo das convergéncias das médias dos métodos GD, AGD, MD e AMD para um

problema em dimensao 100.

Os limites no caso de dimensao 10.000 ficaram grandes, até maiores do que a diferenca inicial, o que
acaba fazendo com que o resultado parega trivial. Isso ocorre porque o pardmetro R cresce com a dimensao
e os parametros Lo e Lo sdo (ainda que indiretamente) gerados aleatoriamente. Aumentando o nimero de

iteragoes, podemos diminuir esses limites, mas isso tem um custo computacional.
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Apéndice D
Taxas de convergéncia empiricas

Neste capitulo apresentamos as taxas de convergéncia encontradas empiricamente para cada método, base-
adas no experimento numérico domfCapitulo 8 Para cada método, apresentamos a curva de convergéncia
multiplicada por fatores como k ou k2, onde k é a iteracdo de cada ponto. Dessa forma, consideramos que
um método tem taxa O(1/k), por exemplo, quando sua curva multiplicada por k é limitada e mais ou menos
constante (ndo apresentando crescimento ou decrescimento estavel).

Seguindo a ordem de apresentacao dos métodos, comecemos pelo GD. Aqui, mantivemos a convergéncia
do método sem multiplicd-la por nenhum fator, observando em que esta parece ser linear.

Verificagdo da taxa de convergéncia linear do GD em dimens&do 100

100 A GD

90 1

80 1

flxi) =

70 1

60

50 1

0 25 50 75 100 125 150 175 200
Iteracédo

Figura D.1: Curva mostrando aparente taxa de convergéncia O(1/k) para o GD.

Multiplicamos o AGD por k2, com sua taxa teérica O(1/k?) em mente. O resultado se encontra na
Aqui existe uma oscilacdo no comeco, e depois a curva fica igual a zero, de forma que a taxa de
convergéncia do método nao fique muito clara, ji que nao é assintética.

Comecamos multiplicando a convergéncia do MD por k, mas percebemos que havia um decrescimento.
Multiplicando por k2, obtemos a curva em que, da mesma maneira que o AGD, apresenta uma
oscilagdo no comego, mas logo estabiliza. Desta maneira, a taxa empirica para o MD neste caso foi de
O(1/K?). Isso j& podia ser esperado, tendo observado o desempenho dos AGD e MD no

Por fim, como foi com o MD, comegamos multiplicando a taxa do AMD por um fator, mas pudemos
aumentd-lo apés observar um decréscimo na curva resultante. A mostra a curva obtida ao
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(fixe) = F*) x k?

(fixe) = F°) x k2

Verificacdo da taxa de convergéncia O(1/k?) do AGD em dimens&o 100

—o— AGD
6000 -
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1000 -1

oA
N
w
w
o
~
a

100 125 150 175 200
Iteragdo

Figura D.2: Curva mostrando aparente taxa de convergéncia O(1/k?) para o AGD.

Verificacdo da taxa de convergéncia O(1/k?) do MD em dimens&o 100
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100 A
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Figura D.3: Curva mostrando aparente taxa de convergéncia O(1/k?) para o MD.




multiplicarmos a convergéncia do método por k* e a |[Figura D.5| mostra a mesma curva para iteracdes
maiores ou iguais a 25 (para melhor visualiza¢do). A curva apresenta uma oscila¢do no comego, depois um

perfodo de crescimento e, por fim, uma estabilizacdo. A taxa empirica do AMD fica, portanto, entre O(1/k?)
e O(1/k%).

Verificacdo da taxa de convergéncia O(1/k*) do AMD em dimens&o 100

® —— AMD
3500 A

3000 1

2500 -1

2000 1

(fixe) = F*) x k*

1500 -1

1000 1

500 A

0 25 50 75 100 125 150 175 200
Iteragdo

Figura D.4: Curva mostrando aparente taxa de convergéncia O(1/k*) para o AMD.
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Verificagdo da taxa de convergéncia O(1/k*) do AMD em dimens&o 100

—o— AMD
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25 50 75 100 125 150 175 200
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Figura D.5: Curva mostrando aparente taxa de convergéncia O(1/k*) para o AMD a partir da iteracdo 25.
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