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Sumario

Este projeto se propoe a considerar o calculo de cotas superiores para problemas de otimizacao
estocastica multi-estagio, com aversdo ao risco. Tais cotas superiores tém duas finalidades princi-
pais: em primeiro lugar, avaliar a qualidade das solucoes obtidas por algoritmos de programacao
dindmica estocéstica; em segundo lugar, fornecer um critério de parada efetivo para estes algorit-
mos, que permita interromper a busca por solu¢bes quando estas estiverem suficientemente boas.
Vale lembrar que, em casos concretos, a propria nocao de solu¢do para um problema de otimizacao
de grande porte é alterada, pois esta requereria especificar todas as varidveis de decisao ao longo
de todos os cenarios possiveis, o que é invidvel em problemas com um grande ntimero de estigios.
Assim, ao invés de construir uma solucao vidvel, os algoritmos de programacao dindmica estocastica
constroem uma aproximagao para as funcgdes de custo futuro, que por sua vez podem ser usadas
para determinar uma solucao vidvel de forma implicita, também conhecida como politica.

No caso de otimizacdo neutra ao risco, a obtencao de cotas superiores a partir de uma politica
¢é relativamente simples: como a funcdo objetivo é uma média dos custos em todos os cendrios,
podemos escolher (uniformemente) diversos cendrios possiveis, calcular os custos de implementar a
politica em cada um deles, e obter como estimativa de Monte Carlo a média dos custos no subcon-
junto de cenéarios explorado. Com um ntmero suficientemente grande de cenarios, esta estimativa
serd suficientemente proxima da média real, e poderemos compara-la com a cota inferior obtida pelo
algoritmo de programagao dindmica dual estocastica (PDDE). Este procedimento permite estimar,
estatisticamente, o custo médio de qualquer politica desejada, e com isto avaliar a qualidade da
mesma.

Ja no caso com aversdo ao risco, a deducdo de estimativas “de Monte Carlo” para a funcdo
objetivo é mais complexa, pois a func¢do objetivo é uma esperanca ponderada dos custos em todos
0s cendrios, de acordo com a aversao ao risco do tomador de decisao. Ista d4 mais peso a alguns
cendrios do que outros no célculo do risco (que substitui a média), e com isto uma estimativa de
Monte Carlo direta ndo é mais valida.

Destacamos, neste projeto, duas frentes de pesquisa para o calculo de cotas superiores em pro-
blemas multi-estagio com aversdo ao risco. Em primeiro lugar, as abordagens para a obtencao de
cotas superiores deterministicas para problemas de otimizacdo estocastica multi-estdgio. A prin-
cipal vantagem delas é que o método de construcao destas cotas superiores passa por aproximagoes,
agora também superiores, das fungoes de custo futuro de cada estdgio e que, por isto, podem ser
adaptadas para o caso com aversao ao risco. Dentro desta linha, destacamos os métodos primais,
que se valem diretamente da recorréncia de programagao dindmica entre as fungdes de custo futuro,
e os métodos duais, que deduzem uma recorréncia entre os duais do problema original, para em
seguida construir cotas superiores.

Em segundo lugar, as abordagens para a obtencao de cotas superiores estatisticas para pro-
blemas de otimizacao estocastica multi-estagio. Estas sdo variantes dos métodos de Monte Carlo,
especializadas para o caso com aversao ao risco, e se dividem também em duas abordagens prin-
cipais. A primeira, via importance sampling, busca reduzir a variancia dos estimadores de Monte
Carlo, ao explorar a estrutura do problema e a aversdo ao risco do tomador de decisdo. Ja a se-
gunda, via funcoes de custo futuro com varidveis extras, busca construir uma funcdo de custo futuro
que, ao ser avaliada em um cenério, fornega uma estimativa do custo médio da politica induzida, e
com isto permita avaliar a qualidade da politica de forma estatistica.

Dentre os algoritmos estudados, o que se mostrou mais imediatamente promissor foi a combina-
¢do da PDDE com uma etapa backward de programacao dindmica interior final, para avaliacao de
uma cota superior e calculo do gap de convergéncia. Esta escolha implica num custo computacional
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dobrado com relagao ao uso puro da PDDE no caso com aversao ao risco, porém fornece um critério
de parada com intervalos para os valores de custo, atualmente faltantes na metodologia.

Este projeto teve os seguintes produtos:

e O desenvolvimento e aplicacdo de metodologias de otimizagdo estocastica multi-estagio, in-
cluindo técnicas avancadas de programagcao dindamica, aversao ao risco, representacao de fun-
¢oOes de custo futuro, e em multiplos algoritmos para obtencdo de cotas superiores.

e A capacitacio da equipe do ONS nestas novas metodologias, aprofundando os conhecimentos
em otimizagao matematica e nos diversos algoritmos e conceitos necessarios para a construcao
de funcoes de custo futuro além das aproximacoes classicas por planos cortantes.

e Realizacdo de estudos computacionais para prova de conceito, com problemas de otimizagao
multi-estagio representativos do planejamento da operacao do sistema elétrico brasileiro.

¢ O desenvolvimento de um protétipo computacional flexivel que pode ser utilizado para dife-
rentes estudos posteriores de problemas de PDDE, seja via SDDP. j1 e DualSDDP. j1.

CONTEUDO Versao 1.1
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1 Introducao

O planejamento da operacao do setor elétrico brasileiro é realizado, atualmente, a partir de uma
cadeia de modelos de otimizacdo. A motivagdo para esta abordagem é a complexidade do Sistema
Interligado Nacional, que é composto por diversas usinas geradoras, com diferentes matrizes energé-
ticas, interligadas por uma rede de transmissao de alta tensdo para atender a demanda de energia
elétrica em todo o territério nacional [ONS]. Além disto, a operagdo do sistema é afetada por
incertezas, como a variagao da demanda de energia, a disponibilidade de geracao e a ocorréncia de
falhas na rede de transmissdo. No Brasil, em que a matriz energética tem uma forte componente
hidrelétrica, a operacio do sistema é ainda mais complexa, pois a geracdo de energia é fortemente
dependente das condic¢bes hidrolégicas, que possuem variacoes sazonais e regionais, além de serem
afetadas por condigoes de longo prazo, com periodos de alta e baixa afluéncia, relativos a média
histoérica, que podem durar anos. Para mitigar estas incertezas, a operagao do sistema é planejada a
partir de modelos de otimizagdo que buscam minimizar custos, garantindo a seguranca energética,
considerando as restrigoes fisicas e operacionais do sistema.

Dadas as incertezas de médio prazo, a cadeia de modelos atualmente vigente no planejamento
da operacao do sistema elétrico brasileiro é composta por modelos de otimizacao estocéstica, que
consideram a incerteza na afluéncia das usinas hidrelétricas. O primeiro modelo desta cadeia é um
modelo de médio prazo, que divide o periodo de planejamento em etapas mensais, considerando a
operacao do sistema em um horizonte de planejamento de cinco anos. Do ponto de vista da cadeia
de modelos, o principal resultado deste modelo é a construgdo de funcdes de custo futuro, que
determinam o valor da agua, e serdo usadas no modelo seguinte, que é um modelo de otimizacao
de curto prazo, para realizar o planejamento da operacao do sistema em etapas de uma semana,
com um horizonte de dois meses. Esta funcdo de custo futuro serve, portanto, como a condi¢io de
fronteira do problema de curto prazo, e é responsavel por transmitir a informacao de médio prazo
para o modelo de curto prazo.

Recentemente, com a crescente participagdo de fontes intermitentes, como a energia edlica e
solar, na matriz energética brasileira, a operagdao do sistema elétrico tem se tornado ainda mais
complexa, pois estas fontes possuem caracteristicas de geragdo que sao diferentes das usinas hidre-
létricas e térmicas, que sao despachaveis. Com o aumento da complexidade do sistema, tem havido
um movimento para aprimorar a modelagem da operacao do sistema, com o objetivo de melhorar a
eficiéncia do planejamento e a seguranca energética. Entretanto, ao aumentar a complexidade dos
modelos, a qualidade da solugdo dos problemas de otimizacdo correspondentes pode ser afetada,
pois a solucao destes problemas se torna mais dificil, devido ao aumento da dimensionalidade das
variaveis, e das correspondentes fungoes de custo futuro.

1.1 Qualidade das solugoes e aversao ao risco

Tradicionalmente, ao resolver um problema de otimizagao convexa (que é o caso do modelo de médio
prazo), é comum dispor tanto de cotas superiores quanto de cotas inferiores para a fungéo objetivo.
Por exemplo, ao avaliar a fun¢do objetivo em uma solucao vidvel, é possivel obter uma cota superior
para o valor 6timo de um problema de minimizacao, enquanto que o problema dual correspondente
fornece uma cota inferior. Com isto, é possivel avaliar a qualidade da solugdo obtida, e determinar
um critério de parada para o algoritmo de otimizacéo, baseado em uma tolerancia especificada pelo
usudario. Entretanto, ao considerar problemas de otimizacao estocdstica multi-estagio, a obtencao
de cotas superiores para a fungao objetivo é mais complexa, pois a funcao objetivo é uma esperanca,
ao longo de todos os cendrios possiveis, o que necessita avaliar um ntimero exponencial de valores,
através da arvore de cenarios.

1 Introducao Versao 1.1
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Ao resolver um problema de otimizacao estocastica multi-estdgio através de técnicas de progra-
macao dindmica, o algoritmo de Programacao Dindmica Dual Estocéstica (PDDE) [PP91] é capaz
de obter cotas inferiores para a funcao objetivo, ao construir aproximagoes lineares por partes, e
também inferiores, para as fungdes de custo futuro de cada estigio do problema. A vantagem,
inclusive, de construir tais aproximagoes, em oposicao & construcdo de uma solugao vidvel para o
problema de otimizagao multi-estagio, é que tal solucdo vidvel requer especificar todas as variaveis
de decisao ao longo de todos os cenarios possiveis, o que é inviavel em problemas com um grande
nimero de estagios, pois estes em geral levam a um niimero exponencial de varidveis de decisdo.
Assim, ao invés de construir uma solugdo viavel, o algoritmo de PDDE constréi uma aproximacao
para as funcgoes de custo futuro. Estas fungdes de custo futuro, por sua vez, podem ser usadas
para determinar uma solucdo vidvel de forma implicita: para cada estagio, para cada valor da
variavel de estado, e para cada realizacao possivel da incerteza, a fungao de custo futuro do estagio
seguinte permite determinar uma varidvel de decisdo vidvel para aquele estdigio, sem a necessidade
de especificar uma trajetoria futura até o final do horizonte. Este procedimento de construcao de
uma solugdo vidvel é conhecido como politica de controle induzida pelas fungoes de custo futuro, e
é uma caracteristica dos algoritmos de programacao dinamica.

Ao construir tais politicas a partir das fungoes de custo futuro, a inica garantia que possuimos é
que o custo médio da politica serd maior do que ou igual a cota inferior obtida, o que é pouco 1til na
pratica. Originalmente, o algoritmo de PDDE foi proposto para resolver problemas de otimizacao
estocastica multi-estagio onde a fungdo objetivo era a média dos custos de operacdo em todos os
estagios, ao longo dos cendrios. Neste caso, é possivel calcular uma estimativa de Monte Carlo para
a média dos custos, e comparar com a cota inferior obtida pelo algoritmo. Realizando um ndmero
suficiente de simulagoes, é possivel reduzir a variancia do estimador de Monte Carlo, e com isto
obter uma garantia estatistica do custo da politica induzida. Quando este custo for suficientemente
préximo da cota inferior, é possivel considerar a solucao obtida como satisfatéria, e interromper o
algoritmo de PDDE.

Uma das mudancas da modelagem do planejamento da operacdo do sistema elétrico brasileiro
é a consideragdo de mecanismos de aversdo ao risco na fungao objetivo [STdCS13]. A principal
motivacdo desta mudanca é representar a assimetria entre os custos de déficit de energia (em
situagoes de escassez hidrica) e as economias realizadas (em situagoes de afluéncias acima da média).
Com isto, a operacao do setor se tornou, de fato, mais conservadora, pois na funcdo de custo futuro
estd embutido, implicitamente, um prémio por risco, que reduz a dispersao da solucdo obtida em
relacdo a média.

Entretanto, esta mudanca na modelagem da funcdo objetivo torna a avaliagdo da qualidade
da solugdo obtida mais complexa: se, por um lado, as cotas inferiores (construidas a partir de
aproximagoes lineares por partes das fungoes de custo futuro) podem ser adaptadas para considerar
a aversao ao risco, a presenca de mecanismos de aversao ao risco na funcao objetivo torna invdlidas
as estimativas de Monte Carlo para a avaliacdo da fungdo objetivo ao longo da politica induzida.
Com isto, perde-se a garantia estatistica da qualidade da solugdo obtida através das fungoes de
custo futuro, e também perde-se um critério de parada para o algoritmo de PDDE no caso com
aversao ao risco. Mais ainda, sem avaliar um critério de qualidade da politica, também abrimos mao
de avaliar a qualidade das fungoes de custo futuro construidas pelo algoritmo de PDDE, que sao
fundamentais para os modelos seguintes da cadeia de planejamento da operacao do setor elétrico.

1.2 Objetivo e organizagao do relatério

Neste projeto, analisamos algoritmos e modelos cujo objetivo é construir cotas superiores para a
funcdo objetivo de um problema de otimizacdo estocastica multi-estdgio, com aversao ao risco,
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visando obter um critério de parada para o algoritmo e uma avaliacdo da qualidade das solucoes
obtidas.

Este relatorio esta dividido em trés partes. A primeira contém uma apresentacdo sucinta do
arcabougo tedrico relativo a otimizacdo estocastica multi-estdgio, enfatizando a abordagem via
programacao dindmica e fungoes de custo futuro, que unificam tanto a apresentacdo do algoritmo
de PDDE como a incorporagdo da aversao ao risco utilizando medidas de risco. A segunda ira
focar na discussao dos modelos matematicos e algoritmos correspondentes para o calculo de cotas
superiores, detalhando tanto algoritmos que calculam cotas superiores exatas, como algoritmos
estatisticos, que resultam em intervalos de confianca para as cotas superiores. A terceira parte
apresenta e discute os resultados numéricos de exemplos computacionais para problemas multi-
estagio representativos do planejamento da operagdo, para comparar os métodos apresentados na
segunda parte. Encerramos o relatério com uma conclusdo do projeto, e indicamos dire¢ées de
trabalhos futuras.
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Parte 1
Preliminares

2 Otimizacao estocastica

Neste projeto, tratamos de problemas de otimizacdo estocastica multi-estdgio. A ideia principal é
partir de uma decomposicdo do problema em estdgios, acoplados através de varidveis de estado, e
construir a solucdo para o problema estocastico através da construgdo das fungoes de custo futuro
de cada estagio. Esta decomposi¢do é também conhecida como Programac¢do Dindmica, pois a
solucao de um estigio depende da solucao dos estagios subsequentes.

Neste capitulo, iremos apresentar uma formulagao geral para problemas de otimizacdo esto-
castica multi-estagio, discutir brevemente o algoritmo L-shaped, que é um método para resolver
o caso de problemas de 2 estagios. Com isto, estaremos prontos para apresentar as técnicas de
programacao dindmica para a solugdo de problemas de otimizacao estocastica multi-estagio.

No proximo capitulo, descreveremos o algoritmo de PDDE, que é uma generalizacao do L-shaped
para problemas de mais de 2 estagios, no caso em que é possivel explorar a decomposi¢ao temporal
do problema. No capitulo seguinte, mostraremos como generalizar estes problemas de otimizacao
estocdastica para incorporar aversao ao risco, adaptando os algoritmos L-shaped e de PDDE.

Com isto feito, a proxima parte ird abordar algoritmos que fornecem cotas superiores para a
funcdo objetivo de um problema de otimizagdo estocastica multi-estagio, e discutir a aplicacao
destes métodos para o caso com aversdo ao risco.

2.1 Problemas de otimizacao estocastica multi-estagio

Um problema de programacao linear estocastica multi-estagio pode ser formulado da seguinte ma-
neira:

min ¢y + Eu| clyo+ Eus| ciys+ 1]
sa. Az + Wiy = dy, Asxo + Boxy + Ways = da, Aszx3 + Bz + Ways = ds,
xlaylzou 5527?42207 x37y3207
(2.1)

em que z; sdo as varidveis de estado (por exemplo: armazenamento), y; sao as varidveis de decisao
(por exemplo: geragdo térmica, transmissdo), ¢; sdo vetores de custo, A; e B; as matrizes de
transicdo de estado entre os estagios, W; as matrizes de restricbes sobre as variaveis de decisdo,
e d; sdo vetores de termos independentes (por exemplo: demanda, energia afluente). Na funcao
objetivo, indicamos por E,, o operador de esperanca condicional, que indica que estamos tomando
o valor esperado (média) com relagao a varidvel aleatéria w; do estagio i, que representa a incerteza
do problema.

Notemos que os termos do primeiro estagio sdo deterministicos, e correspondem a forma-padrao
de um problema de programacao linear, enquanto os termos dos estagios subsequentes sdo esto-
cdsticos. J4 nos estagios subsequentes, a restricdo de igualdade relaciona o estado inicial z;—1 e o
estado final x;, e é conhecida como restricio dindmica. Esta restricdo é o que acopla os estagios
do problema, e torna as decisdoes tomadas em um estédgio dependentes das decisbes tomadas nos
estagios anteriores.

Uma forma de visualizar estes problemas é através de uma drvore de cendrios. Por exemplo, um
problema de 3 estigios, com 4 possiveis realizagoes da incerteza no segundo estagio, e 3 realizacoes
subsequentes no terceiro, pode ser representado pela arvore da Figura O primeiro estagio esta
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[E—Y

Y

Y
OO CCO CCO OO0

o0

10
11
12

Y

Y

Figura 2.1: Representacido em arvore de cendrios para um problema de trés estagios.

indicado por “R”, correspondente a raiz da arvore, e os 4 cenarios do segundo estagio pelas letras
A, B, CeD. Ja os 12 cenarios possiveis para o terceiro estagio estdo simplesmente numerados.

Da forma como escrito em , nao aparece explicitamente a dependéncia dos dados do pro-
blema (os custos ¢; e as matrizes Ay, B, Wy e d; das restrigoes) em fungao das varidveis aleatorias
w;; deve-se subentender que, por exemplo, ¢y depende de wo, e assim por diante. Mais ainda, como
o estado x3 depende de 3, que depende de wy, as variaveis de estado x; dependem, de fato, de
toda a historia dos cendrios até o tempo t, wyy = (w1, wa,...,wt). O mesmo se aplica as varidveis de
decisdo y;: mesmo que elas ndo dependam diretamente das decisbes anteriores y;_1, elas também
dependem de x;_1, que carrega consigo a dependéncia ao longo de todo o cenério.

Quando o nimero de cendrios é muito grande, a resolugao direta de um problema como ([2.1)) se
torna invidvel. Ora, se o nimero de estdgios é T e o nimero de realizagdes (“aberturas”) em cada
estagio é N, o ntimero total de cendrios ¢ N7, que cresce muito rapidamente: para N =20e T = 12,
este ntiimero ji é da ordem de 4 - 10'. Por isto, para problemas ji com um nimero moderado
de estdgios e cendrios, é necessario recorrer a métodos de resolucdo que explorem a estrutura
temporal do problema. A estrutura mais importante aparece quando o problema é sequencialmente
independente, isto é, quando a variavel aleatéria w; do estagio ¢t é independente de todas as variaveis
de estado x[;_y) e variaveis aleatérias w1 anterioresH Neste caso, é possivel utilizar técnicas de
programacdo dindmica, que constroem a solucao do problema de forma recursiva, partindo do dltimo

'No caso em que o processo w; é exégeno, e por isto independente por construcio das varidveis de estado ;1
(e também, naturalmente, das varidveis de decisdo y:—1), é comum se referir a esta propriedade como stagewise
independence. Note que as coordenadas das varidveis w; podem ser dependentes entre si: o importante é que a
distribuicdo de probabilidade do vetor w; seja independente das varidveis anteriores.

2.1 Problemas de otimizagdo estocastica multi-estagio Versao 1.1
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estagio e indo até o primeiro.

Para isso, introduzimos as funcdes de custo futuro Vi(z;—1), que representam o custo esperado a
partir do estdgio ¢, comegando com o estado final do estdgio anterior, z;—1. Assim, Vpii(z7) =0,
e as fungoes de custo futuro sdo definidas recursivamente por:

V;f(xt—1> - Ewt [‘/;f(xt—lv wt)] ’ (22)
Vi(wi1,wi) = glg(l) ef vt + Vigr(2)
s.a.  Awxy + Brre—1 + Wiye = ds.

Nesta formulagao, a dependéncia das variaveis de estado e decisao, x; e ¥, do estagio ¢t em relacao
ao estado xy—1 do estagio anterior e a realizacdo w; da incerteza no estagio atual é explicita. Assim,
o problema de otimizacao ([2.3) é um problema de programacao linear deterministico, onde aparece
a funcdo de custo futuro Vi1 do estagio seguinte.

2.2 Solugao ws Politica

Matematicamente, a solugdo de um problema de otimizacao estocastica de T estagios é uma funcao
que associa a cada possivel cendrio wr) o valor de todas as variaveis de estado e decisao z7} e y
naquele cenario. Se temos um numero finito de cendrios, uma possibilidade para representar esta
solucao é através de uma tabela, contendo os valores das varidveis de decisdo correspondentes a
cada um deles.

Na prética, entretanto, é mais comum descrever a solucdo de forma indireta, através de uma
politica de decisdo, que é uma regra que associa a cada estado x;_1 do estagio t — 1 e uma incerteza
wy as correspondentes decisoes y; e estado final x; para o estdgio t. Notemos que tal representacao
s6 é possivel no caso em que o processo estocastico é sequencialmente independente; se este nao
fosse o caso, a politica 6tima de decisao poderia depender de toda a histéria dos cendrios wy;_q).
Dito de outra forma, se a incerteza futura depender do passado, ndo basta saber o estado atual z;_;
e a realizagao wy, mas ¢ necessario considerar a trajetoria inteira wy) porque esta pode influenciar
a distribuicao da incerteza nos estagios futuros.

Esta forma de determinar uma politica é bastante proxima da solu¢ido do problema de progra-
magcao dindmica: de fato, se conhecemos as fungoes de custo futuro Viii(z¢), uma decisdo 6tima
para o estagio t é simplesmente aquela que minimiza o problema . Mais ainda, se temos apenas
uma aproximagao para as fungdes de custo futuro, digamos V}, podemos utilizar estas aproximagoes
para determinar uma politica de decisdao, através da solugdo de um problema analogo a , mas
substituindo V;41 por 17;5+1. Naturalmente, esperamos que, quanto mais proximas das reais fungoes
V; forem as aproximacoes V;, melhor serd a politica determinada por elas.

2.3 O algoritmo L-shaped

O algoritmo L-shaped [VSW69] é um método para resolver problemas de programacao estocastica
de dois estagios. Este método estd na base dos algoritmos de programacdo dindmica que iremos
apresentar em seguida, e parte da decomposi¢do temporal que apresentamos na secio anterior. De
fato, para o caso de dois estagios, a decomposicao temporal é elementar: temos V3 = 0, e a Unica
funcao a ser construida é Va(x1), que é a fungéo de custo futuro do primeiro estigio, dada a solugao
71 deste estagio. Note também que neste caso podemos identificar os cendrios wy com a realizagao
da incerteza ws no segundo estagio, que é a unica varidvel aleatéria do problema (pois também
assumimos que nao hé incerteza no primeiro estégio).

A ideia do algoritmo L-shaped é aproximar a funcdo de custo futuro V5, construida iterativa-
mente através da resolucao de problemas de otimizagdo que correspondem ao segundo estagio do

2.2 Solucao wvs Politica Versao 1.1
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problema original. Suponha que, em uma dada iteracdo, tenhamos uma aproximacao inferior V,
para a funcao V. Podemos entéao resolver o problema de primeiro estigio

min _ c] y1 + Vo(21) (2.4)
1,410

s.a. Aixi+ Bixg + Wiy = dy.

Como V4 < Vi, o valor 6timo deste problema, denotado por z, é uma cota inferior para o valor
6timo z do problema original.

Seja (Z1,71) uma solugdo 6tima do problema de primeiro estdgio. Desejamos completd-la em
uma solugdo vidvel para o problema original, isto é, encontrar os valores de x3 e ya (um para cada
cendrio) tais que Asxo + Baody + Ways = do. Mais ainda, podemos calcular exatamente o valor de
Va(#1) através da resolugdo do problema de segundo estdgio para cada realizacdo wy (lembre que
V3 =0), que também fornecera os valores de xs:

Va(21,w2) = min cy Yo (2.5)
22
s.a. Asxo + Waoys = do — BaZ.
Va(21) = Eu, [Va(21,w2)] - (2.6)

Note que, como a func¢do de custo futuro V5 ja depende de x1, ndo é preciso saber o valor de 1,
j& que este nao aparece no problema de segundo estdgio. A tltima equagao reforca que Va(Z1) é a
média dos custos 6timos obtidos para cada realizacdo wy da incerteza de segundo estégio.

Se Va(#1) = Vy(&1), entdo & é uma solugdo 6tima do problema de primeiro estagio, e o
algoritmo termina, pois a solucdo do problema de primeiro estagio dd z < z, e o calculo exato de
V2(Z1) d4 um ponto vidvel com custo z = z.

Se, por outro lado, Va(#1) > V4(&1), a solugdo dos problemas de programacao linear nos
fornece multiplicadores de Lagrange que permitem escrever uma desigualdade para a funcio Va:

VQ(iL’l,WQ) > VQ(.fl,(,UQ) + 7T(w2>T({l?1 — .@1). (2.7)

Esta desigualdade é conhecida como corte de Benders para a fung¢io Va(-,wz). Tomando a média,
obtemos

Vg(l’l) > Vg(i’l) + 7TT(.’E1 — @1), (2.8)

onde m = E,,[m(w2)]. O uso destas desigualdades para a média (e ndo as desigualdades para
cada cendrio) é conhecido como método de cortes médios e método “single-cut”, por oposigdo aos
métodos “multi-cuts”, que consideram os cortes obtidos individualmente para cada um dos 7T(w2>T,
resultando em cortes para cada uma das fungdes Vo (1, ws) como em .

Na pratica, o algoritmo L-shaped substitui o problema de primeiro estagio por um problema
com uma variavel suplementar 61, que representa a aproximagao V4 para a funcio de custo futuro,
acompanhada por uma restricdo inicial para esta varidvel, para evitar que o problema tenha uma

solucdo com 67 — —oo:

min ¢ y1 + 6 (2.9)
z1,y120
s.a. Az + Bizo + Wiyr = dy,

01 Z emin-

A partir dai, o algoritmo calcula sucessivamente uma solucdo &1 deste problema, e adiciona cortes
(ou seja, restrigoes ligando 6, e x1) para melhorar a aproximacao correspondente V5 para a fungao
de custo futuro. Este processo é repetido até que a solugdo do problema de primeiro estigio dé

2.3 O algoritmo L-shaped Versao 1.1
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Algoritmo 1 Algoritmo L-shaped

Require: Estado inicial zq, tolerancia € > 0.
1: Inicialize t =1, z = —o0, V=0 parat=1,...,T.
2: while nao convergiu do
3: Resolva o problema de primeiro estéﬁgio aproximado ([2.9) > Primeiro estagio

4: Seja 1 o estdgio final candidato, e 6 o custo futuro estimado.

5: z =max{z,¢] i + 0}

6: for ws nos No cendrios do segundo estagio do > Segundo estigio
T: Resolva o problema de segundo estégio para obter Vo(&1,ws)

8: Também calcule os multiplicadores de Lagrange 7 (w2)

9: end for

10: 0 = Va(2#1) = média dos custos Vo (&1, ws)

11:  if Va(#1) < 0+ ¢ then

12: convergiu

13: end if

14: 7 = média dos multiplicadores 7 (w2) > Calculo dos cortes médios
15: Adicione o corte 01 > 04+ 7 (x1 — #1) ao problema do primeiro estagio (2.9).

16: end while

uma cota inferior suficientemente préxima do custo calculado exatamente para o segundo estagio,
e esta descrito no Algoritmo

Uma das vantagens do algoritmo L-shaped é que ele garante a convergéncia para a solucdo
otima do problema original. Mais ainda, a cada iteracdo possuimos tanto uma cota inferior para o
valor 6timo do problema, 2z calculada ao resolver o problema de primeiro estidgio aproximado ,
quanto uma solucao viavel para o problema original, Z1, e com ela uma cota superior para o mesmo,
zZ = cngjl + Va(#1), calculada ao final da iteracdo em . Vale notar que, como a cada iteragao
incluimos mais restri¢cdes no problema de primeiro estégio, a funcdo de custo futuro V, é crescente
ao longo das iteragdes, e com isto a cota inferior z é monotonamente crescente. Por outro lado, a
cota superior Z depende de %1 e 91, e pode oscilar ao longo das iteracoes.

3 O Algoritmo de PDDE

Neste capitulo, iremos apresentar o algoritmo de Programacao Dindmica Dual Estocédstica (PDDE),
que é uma extensao do algoritmo L-shaped para problemas de mais de dois estigios, proposto
em [PP91] exatamente no caso do problema de planejamento da operacao do setor elétrico. Nosso
objetivo é dar o arcabouco geral que serd, em seguida, detalhado nos capitulos seguintes para
os algoritmos de aproximagao interior que permitem calcular cotas superiores para problemas de
otimizagao estocastica multi-estagio.

Iremos comegar com uma breve revisao dos problemas de otimizacao estocastica multi-estagio,
em particular definindo as fungdes de custo futuro (também conhecidas como fungdes valor étimo)
de cada estagio. Em seguida, apresentaremos o algoritmo de PDDE no caso neutro ao risco. No
préximo capitulo, ao introduzirmos aversao ao risco, iremos discutir como incorpora-la ao algoritmo.

3 O Algoritmo de PDDE Versao 1.1
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3.1 Recorréncia para problemas de otimizagao estocastica multi-estagio

Relembramos, aqui, as equagoes (2.1)) que descrevem um problema de programagao linear estocds-
tica multi-estégio:

IIglUin cIyl + E., [ c;—yQ + Eq, | C;—yg + e }
sa. Apry + Wiy = dy, Asxo + Bozy + Ways = da, Azxz + Baxo + Wayz = ds,
fEl,ylZO, x27y2207 $37y3207
(3.1)

e a recorréncia de programagcao dindmica (2.2)) ligando as fungées de custo futuro V; de cada estagio
t no caso em que as realizagoes das incertezas sdo stagewise independent:

Vi (zr) =0, (3.2)
Vi(wi1) = o, [Vi(wi1,w1)] (3.3)

Vi(@p-1,00) = min ¢/ Yt + Vi ()
t

s.a.  Awxy + Brri—1 + Wiye = by,

Ao longo dos algoritmos de programagao dindmica que veremos, serd importante ter uma no-
tagdo nao apenas para as funcgodes de custo futuro V;, mas também para a operacao de recorréncia
dada pelas equacoes e . Esta operacao é chamada de “operador de Bellman”, e pode ser
vista como tomando uma funcao f qualquer como funcao de custo futuro, e retornando o custo
“uma etapa antes”. Mais formalmente, definimos B;f como a funcdo que, para um estado x;_1,
retorna o custo esperado de um estagio ¢:

Btf(xt—l) = Ewt |:thllJiI>10 {C;ryt + f(.%'t) S.a. Atl't + Btﬂ?t_l + Wtyt = dt}] . (35)
Como o problema para um estégio pode ser diferente em rela¢ao aos outros (por exemplo ao mudar
a distribuigdo da incerteza, ou as proprias restrigoes), cada estdgio dé origem a um operador de
Bellman diferente, e por isto temos os indices em B;.

As fungoes de custo futuro do problema de otimizagio estocdstica sdo dadas por V; = BV
paratodot € {1,2,...,T}, e Vp11 = 0. Na prética, estas fungoes de custo futuro sdo desconhecidas,
e o objetivo dos algoritmos de programacao dinamica é aproximar estas fungoes, de forma a obter
uma solugdo para o problema de otimizacao . Todos os algoritmos que veremos nesta secdo e
em varias das seguintes sdo baseados na aproximacao iterativa destas fungoes de custo futuro, pela
aplicacdo repetida do operador de Bellman (3.5)).

3.2 O algoritmo de PDDE

O algoritmo de Programagao Dindmica Dual Estocdstica (PDDE; em inglés, Stochastic Dual Dy-
namic Programming, SDDP) é uma extensao do algoritmo L-shaped para problemas de mais de
dois estdgios, no caso em que o processo estocdstico é sequencialmente independente (em inglés,
stagewise independent). Esta hip6tese permite reduzir a complexidade em meméria do algoritmo,
pois basta calcular e armazenar as aproximacoes das fungoes de custo futuro V; para cada estagio
t.

De forma sucinta, cada iteracdo do algoritmo de PDDE é composta por duas fases:

1. Fase Forward: selecionamos um cenario wip| = (w1,...,wr) e resolvemos os problemas
de cada estégio t, indo de ¢ = 1 até t = T, para determinar uma trajetoria vidvel Tip) =
(Z1,...,27) para este cendrio.

3.1 Recorréncia para problemas de otimizagao estocastica multi-estagio Versao 1.1
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2. Fase Backward: a partir dos estados finais £77 = (#1,...,27) obtidos na fase anterior,
calculamos cortes de Benders para as funcoes de custo futuro V; de cada estégio ¢, indo de
t =T até t = 1. Nesta fase, é preciso calcular os multiplicadores de Lagrange 7; para cada
possivel realizacdo da varidvel aleatéria wy, e é a etapa mais custosa computacionalmente.
Por esta razao, ao calcular os cortes para cada estdgio, ja utilizamos a nova funcao de custo
futuro Vi1, atualizada pelos cortes desta iteracgao.

De forma mais detalhada, o algoritmo de PDDE mantém uma colecdo de fungdes de custo
futuro aproximadas V; para cada estagio . Assim, o algoritmo aproxima a recorréncia dada pelas
equacoes e através de funcoes 17 que sao monotonamente crescentes para as fungoes de
custo futuro V;. Portanto, em vez de resolver o problema dado pela equacao , o algoritmo de
PDDE resolve um problema de programacao linear estocastica com a seguinte funcao objetivo:

min {c:yt + ‘7154_1(3:15)} ,  s.a. Awxy+ Bixy 1 + Wy = dy. (3.6)

x,yt >0

Note que o resultado desta operacao em geral ndo € igual a ‘Zg(a:t_l). De fato, o objetivo do
algoritmo é justamente construir aproximacoes para V, através da avaliacdo “um passo a frente”
dada pela equacao , e que com isto irdo convergir para as funcoes de custo futuro V;. Com a
notacao introduzida no final da se¢ao o problema corresponde a calcular Btf/tﬂ no ponto x;_1,
e em geral é maior do que a aproximacao atual f/'t(a:t_l).

O algoritmo de PDDE constréi aproximagoes para as fung¢oes de custo futuro, ou seja (intro-
duzindo um indice k para a iteragido do algoritmo) as fungoes de custo futuro aproximadas Vt(k)
satisfazem para todo estagio t e toda iteracao k:

N A A
o ) < e,

A primeira propriedade é a garantia de que as aproximagcdes f/} sdo cotas inferiores para as fungoes
de custo futuro V;, e depende da escolha inicial das func¢oes Vt(o), que é responsabilidade de quem ira
utilizar o algoritmo. Em varios problemas, é simples obter uma cota inferior absoluta, por exemplo
YA/}(O) > 0 em um problema onde os custos ¢; sdo nao-negativos. Ja a segunda decorre naturalmente
dos passos do algoritmo, pois a cada iteracao incluimos um novo corte para a fungao V;. Portanto, a
PDDE constroéi aproximacoes crescentes para as funcgoes de custo futuro, e é apresentada de forma
mais detalhada no Algoritmo

Ao contrério do algoritmo L-shaped, o algoritmo de PDDE é estocdstico, no sentido que sua
execugao depende da escolha dos cendrios wir) na fase Forward. Assim, as aproximagdes ‘A/t(k)
construidas ao longo das iteragdes podem ser diferentes, em fungdo dos cendrios e dos consequentes
estados Z (7] obtidos. Entretanto, este ¢ um algoritmo convergente, o que significa que, ao longo das

iteracoes, as aproximacoes Vt(k) convergem para as fung¢des de custo futuro V3 do problema original.

Mas a principal diferenca entre este algoritmo e o L-shaped é que, a cada iteragdo, nao calculamos
o custo total da politica de decisao corrente, pois apenas calculamos o custo em um (ou um pequeno
nimero de) cendrios. Assim, apesar de ainda possuirmos uma cota inferior z para o valor 6timo
do problema, obtida através da solugdo do problema de primeiro estagio (e usando o fato que as
aproximacoes Vt sdo monotonamente crescentes para as reais fungoes de custo futuro V4, e portanto
Vy < V3), o algoritmo nao calcula uma cota superior Z.

3.2 0O algoritmo de PDDE Versao 1.1
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Algoritmo 2 Algoritmo de Programagao Dindmica Dual Estocastica (PDDE)

Require: Estado inicial xg, niimero de iteragoes K
1: Inicialize t =1, z2 = —o0, V; =0parat=1,...,T.
2: fork=1,...,K do

3: Amostre o cendrio wyr) a partir das incertezas wy; de cada estdgio

4: To = xg

5: fort=1,...,7 do > Fase Forward
6: Resolva o problema do estagio t com incerteza w; para obter o estado final Z;

7 end for

8: fort=1T,...,2do > Fase Backward
9: 1 =0,0:=0

10: for w;; nas IV; realizagoes de w; do estdgio ¢t do

11: Resolva o problema para obter 7 (wy;) € O¢(wy,;)

12: T+ = ﬁt(wm)

13: U+ = @t(wt,i)

14: end for

15: 7ty = /Ny e 0 = 0y /Ny > Célculo dos cortes médios
16: Adicione o corte 6; > 0y + 7 (241 — #_1) & funcio V; do problema do estagio ¢ — 1.
17: end for

18: end for

4 Aversao ao risco

Existem diversas maneiras de se incorporar a aversao ao risco em problemas de otimizacao estocds-
tica. Neste projeto, utilizaremos uma abordagem que consiste em ponderar os cenarios, de forma
a dar mais importancia aos cenarios com maior custo. Assim, o objetivo deixa de ser minimizar o
custo esperado, e substituimos esta funcao objetivo por uma medida de risco. Uma medida de risco,
de forma geral, transforma uma varidvel aleatéria em um niumero real, para podermos, em seguida,
comparar estas varidveis aleatérias (no caso do problema de planejamento do setor elétrico, o custo
de operagao) entre si. O uso do valor esperado como métrica de comparacao é uma escolha comum,
mas vale notar que, de forma geral, uma comparacao entre variaveis aleatorias envolve transformar
uma informagao complexa (um custo para cada um dos cendrios considerados, no exemplo) em um
unico numero real.

Neste projeto, nos concentramos em medidas de risco que sdo combinacbes entre a média e o
CVAR, que sdo bastante comuns na literatura. O CVAR (do inglés Conditional Value-at-Risk, Valor
Condicional ao Risco) de nivel « corresponde a calcular a média dos « cendrios com maior custo,
e exatamente por isto é uma medida que permite reduzir o impacto dos cendrios mais extremos.
Na préxima sessao, iremos apresentar uma definigio do CVAR, (e de um andlogo classico, o VAR),
e em seguida apresentaremos como incorporar a aversao ao risco nos algoritmos de otimizacao
estocastica, primeiro no L-shaped, e em seguida na PDDE.

4.1 Value-at-Risk e Conditional Value-at-Risk

Dada uma variavel aleatéria Z, o seu Value-at-Risk a um nivel de confianca « (denotado por VAR,)
é o valor ¢ tal que a probabilidade de Z ser maior ou igual a g é igual a a. A notagdo g remete a
“quantil”. O Conditional Value-at-Risk a um nivel de confianca o (denotado por CVAR,,) é a média
dos valores de Z que estdo acima do seu VAR,. Assim, o CVAR, é a média dos « piores casos,
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Figura 4.1: Determinagao do Value-at-Risk a partir da funcdo de probabilidade acumulada.
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Figura 4.2: Value-at-Risk e Conditional Value-at-Risk em uma distribuicao de custos.

onde a nogao de “pior” é dada pelo mais alto. O célculo do VAR a partir da distribui¢ao acumulada
pode ser visto na Figura [4.1] e a relacdo entre o VAR e o CVAR ¢ ilustrada na Figura

Comentario 4.1. Esta defini¢do € apropriada para o caso em que a varidvel Z representa custos, e
portanto a probabilidade relevante para quantificar riscos é a de que o custo (Z) ultrapasse um certo
valor (o VAR). Adotamos aqui esta defini¢io porque o foco do projeto sio problemas de otimizagdio
onde buscamos minimizar os custos. Se fosse o caso de maximizar os lucros, a defini¢dio do Value-at-
Risk mudaria, e, consequentemente, o Conditional Value-at-Risk seria a média de Z condicionada
a estar abaixo do a-quantil, que representariam as maiores perdas. Assim, € importante ter em
mente que a interpretagio do VAR, (e, consequentemente, do CVAR,,) depende do sentido atribuido
a varidvel Z.

Matematicamente, temos

VAR, =inf {¢eR |P(Z<q)>1—-a}e
CVAR, =E[Z|Z > VAR.(Z)],

onde, na definicdo do VAR, temos a expressao P(Z < ¢), que indica a probabilidade de a varidvel
aleatéria Z ser inferior ou igual a ¢q. Esta escolha (em vez de trabalhar com a probabilidade de

4.1 Value-at-Risk e Conditional Value-at-Risk Versao 1.1
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Z ser superior a ¢ como mais natural pela definicio) vem do fato que a fungdo de distribuigao
acumulada de Z, Fz(q), é definida por P(Z < z).

O CVAR de uma variavel aleatéria discreta Z pode ser calculado diretamente, a partir de suas
realizacoes z; e suas probabilidades p;, bastando ordenar as realizacées z; em ordem decrescente e
acumular as probabilidades até que elas atinjam a probabilidade acumulada igual a «. Entretanto,
tal procedimento ndo é conveniente no contexto em que o CVAR aparece em um problema de
otimizagao (e, em particular, para o calculo de cortes). Por isto, damos a seguir duas outras formas
de calcular o CVAR, ambas através de um problema de otimizacao:

CVAR,(Z) = %1}}-1 g+ 130 piw (4.1)
s.a. q4+u; > z;,
= max >ie1 Gipi - % (4.2)
sa. g Gpi =1,
0<G<1/a.

A primeira, equagéo , é a formula de Rockafellar e Uryasev [RUQ0|, e permite transformar
um problema de otimizacao estocastico com aversao ao risco em um problema neutro ao risco, com
a introdugdo da variavel auxiliar ¢, como veremos na se¢do seguinte onde adaptaremos o algoritmo
L-shaped para incorporar aversao ao risco.

Ja a segunda expressao , dada por um problema de maximizagdo, é bastante proxima da
interpretagdo de CVAR como a média ponderada dos cenarios com maior custo. De fato, ao resolver
este problema, obtemos um vetor ¢ que corresponde a novos pesos para os cendrios: o fato de a soma
> (ps ser igual a 1 garante que ainda obtemos uma distribuicdo de probabilidade. Ja o limite da
reponderagao ser 1/« (que é maior do que 1, ji que a < 1) garante que vamos incluir cendarios cuja
probabilidade original some, pelo menos, a. De fato, temos que Y p; = a Y pi/a > ad. (ip; = a.

Uma observacgao interessante é que os problemas de otimizagao correspondentes as férmulas
e sao duais um do outro.

As férmulas (4.1]) e (4.2) possuem versdes para o caso continuo, que generalizam as anteriores:

CVARA(Z) = min ¢ + éIE (Z = q)y] (4.3)
= Iax E[¢Z]. (4.4)

Na primeira, vemos a expressao (Z — q)4, que é a parte positiva da diferenca Z — ¢, e corres-
ponde, intuitivamente, & parte das varidveis aleatérias que esta acima do valor (deterministico) g.
Na formulagao discreta da equacio , esta parte positiva é representada explicitamente pela
variavel auxiliar u;. Na segunda, o conjunto ), corresponde & generalizagdo das restri¢des do pro-
blema , e é dado por {¢ | 0 < (¢ <1/a,E[(] =1}. Note que a restricao ¢ < 1/« garante que
¢ é uma varidvel aleatoéria limitada, ou seja, em L.

Vale notar que o valor 6timo da variavel g, presente nos problemas de minimizagao, coincide
com o VAR, de Z. Por isto, utilizaremos a formula para representar o CVAR em problemas
de otimizacao multi-estagio, pois ela é ao mesmo tempo compacta e de facil interpretacao.

No caso em que a medida de risco é uma combinac¢ao da média com o CVAR de nivel « (em vez
de tomarmos apenas a média ou o CVAR), por exemplo p = (1 — §)E + SCVAR,, com S € [0, 1]
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CVAR 50% CVAR 50% com peso 40%, Média com peso 60%
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Cenérios Cenérios

(a) CVAR509. (b) 60% Esperanca + 40% do CVARsqg;.

Figura 4.3: Reponderagdo de cenarios com diferentes medidas de risco

sendo o peso do CVAR, as formulagoes acima podem ser generalizadas. Denotando esta medida de
riSCO POr pq g, temos:

pap(Z)= min  (1-B)Siypi-zi+ 8¢+ F S wi) (4.5)
sa. q4u; > z;,
Usj > 0.
= max > i1 Gipi - % (4.6)

sa. g Gpi =1,
(1-8)<G<(1-p8)+8/a

Vejamos um exemplo para ilustrar o efeito das medidas de risco sobre o custo futuro. Imagine
que a medida de risco utilizada é o CVAR com a = 0.5, e que ha 4 realizagdes possiveis para a
incerteza de segundo estagio, correspondentes aos cenarios A, B, C' e D, que supomos equiprovaveis
(ou seja, p; = 25%). Suponha que o custo futuro para cada um destes cendrios seja z; = 1, 2, 3 e 4,
respectivamente. Ora, os dois cendrios mais caros serao C e D, e portanto o CVAR ira calcular a
média destes dois cenarios, o que corresponde a (;p; = 50% para eles, e 0 para os demais. A média
ponderada dos custos futuros serd 3.5, e os pesos correspondentes sdo ¢ = (0,0, 2, 2).

J& para uma medida de risco que combina o CVAR com a média, digamos 60% para a média e
40% para o CVAR, a probabilidade ajustada de cada cendrio sera, respectivamente, 15%, 15%, 35%
e 35%. Neste caso, apenas a parte correspondente ao CVAR (40%) serd redistribuida, ficando nos
cendrios C' e D. O risco serd 0.6- (1+2+3+4)/440.4-(3+4)/2 = 2.9, e os pesos correspondentes
sao ¢ = (0.6,0.6,0.6 +0.4-2,0.6 + 0.4 -2) = (0.6,0.6,1.4,1.4).

Esses exemplos de transferéncia de probabilidade podem ser vistos nas figuras e onde
indicamos as probabilidades finais (;p; de cada cenério, para os dois exemplos.

Enfim, ressaltamos que a férmula do CVAR como um méaximo de médias ponderadas pode
ser generalizada ainda mais de forma relativamente simples. De fato, basta considerar um conjunto
vidvel () mais geral para os pesos (, desde que ainda satisfacam a condicdo de que a soma > i ; (;p;
seja 1. Esta abordagem é bastante conveniente para a aplicacdo em problemas de otimizacao
estocastica, pois é possivel adaptar a construcao dos cortes médios para qualquer medida de risco
que possa ser expressa como um problema de maximizacao dos pesos (, como veremos adiante.
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4.2 L-shaped para problemas com aversao ao risco

Como anunciamos, a representacdo do CVAR através do problema de otimizacao também é
a chave para calcular os cortes para a medida de risco correspondente: ao determinar o CVAR a
partir dos custos de cada realizacao w;, podemos construir um vetor f correspondente aos valores
1/« para as realizagdes com maior custo, e 0 para as demais (e talvez um valor intermediario, para
que a soma dé um, para a realizacdo que corresponde exatamente ao quantil 1 — «).

Retomando a decomposi¢do de um problema de dois estagios visto na se¢ao o problema de
primeiro estigio continua inalterado

min el yy +Va(ar) (a7

1,912

s.a. Ajx1 + Bixg + Wiy = d;.

Quem muda é apenas a funcao de custo futuro, que agora é dada pela medida de risco p,,, aplicada
aos custos de cada cendrio (cuja definigdo também continua a mesma):

Vo(&1,ws) = m1>r(1) C9 Yo (4.8)
2>
s.a. Agxo + Woys = do — Boly.
V(1) = pu, [Va(@1,w2)] - (4.9)

Seja, entdo, £1 uma solucdo viavel para o problema . Ao resolver o problema para
cada cendrio wy ;, obtemos os custos U2(w2 ;) e os multiplicadores de Lagrange 72(w2 ;). Em seguida,
devemos determinar o CVAR dos custos 02(wz ;). Ora, agora os custos sao nimeros reais (e nao
varidveis dentro de um problema de otimizagdo), e portanto podemos simplesmente ordené-los e
calcular a média dos a mais caros. Isto d4 uma solucao direta para o problema , pois 0s pesos
serdo exatamente i para os cenarios mais caros, e 0 para todos os outros. Seja f esta solucgao,
correspondente aos custos associados a 7.

Como é é uma solucao viavel para , independentemente dos valores de z;, podemos substi-
tuir z; = Va(z1,ws2;) (ou seja, os custos de cada cendrio para um outro estado z1) e obter a seguinte
desigualdade:

n
Z Gipi - Va(z1,w2;) para todo . (4.10)
Em seguida, aplicamos a desigualdade (2.7)) para cada realizagdo wa; e obtemos:

Va(z1) 2 CApl Va(z1,w2) (4.11)

Y

WMBWM:

G (Ve(@r,wa) + mawa) (21— i)

n T
= Va(21,w2) + (Z Gipi - 71'2(“271')) (x1 —21).
i=1

A dltima passagem é uma igualdade (e ndo uma desigualdade com o sinal contrario) porque, para
os valores de z; = Va(&1,wy i), 0s pesos CAl sdo exatamente os pesos 6timos do problema .
Visto de outra forma, o corte correspondente ao CVAR é obtido diretamente a partir da pon-
deragdo dos cortes de Benders com o mesmo peso que o cdlculo do CVAR. O fato que este corte
é wdlido (ou seja, estd de fato abaixo da funcdo de custo futuro Va) para todos os outros estados
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x1, independente de a reponderacdo ser eventualmente diferente, é uma consequéncia da formu-
lacao do CVAR, que garante que o CVAR estd sempre acima de todas as reponderacoes
vidveis.

Do que vimos, a férmula da um procedimento para construir cortes para o CVAR. Se
tivermos uma outra medida de risco p, a formulagao terd restrigoes diferentes (correspondentes a
um conjunto @ de reponderagoes), mas o espirito é o mesmo: basta calcular uma solu¢do 6tima f
para os custos correspondentes ao estado atual x. Naturalmente, quanto mais complexo o conjunto
(@, mais complexo serd o procedimento para calcular esta solugdo, possivelmente necessitando de
fato a resolugdo de um problema de otimizagdo (que nao foi necessaria no caso do CVAR, como
vimos acima).

4.3 PDDE com aversao ao risco

Por questoes de consisténcia da politica de decisoes, a forma mais simples de introduzir medidas
de risco em problemas de otimizacdo multi-estdgio consiste em alterar, nas equacdes da formulagao
de programacao dindmica, a equagao (2.2)) que define a fungao de custo futuro:

Vi(@i-1) = puy [Vi(@i-1,w1)] - (4.12)

Nela, p., substitui a esperan¢a condicional com relacdo a varidvel aleatéria w, e é chamada de
medida de risco condicional, pois se refere apenas a incerteza do estagio t. E] A maior vantagem
desta formulacdo é que ainda mantemos a interpretacdo das funcdes de custo futuro V4, e basta
adaptar a construcao dos cortes médios a partir dos cortes de Benders para cada cenario. Quando for
claro pelo contexto, o operador de Bellman risco-avesso correspondente continuara sendo denotado
por B;.

Aqui é um bom momento para observar que o algoritmo de PDDE funciona como uma sequéncia
de aplicagoes do algoritmo L-shaped para cada estigio: a fase Forward é analoga a resolucao do
problema de primeiro estdgio, que calcula os estados x; onde serdo construidos os cortes para
aprimorar a aproximacao da func¢ao de custo futuro, e a fase Backward é andloga a resolugao de todos
os problemas para as realizagoes das incertezas do estdgio seguinte, que calcula os multiplicadores
de Lagrange m; e os custos vy que serdo usados para construir os cortes (“médios” ou multicut,
em fungao da escolha). Assim, para incorporar a aversao ao risco no algoritmo de PDDE, basta
substituir a esperanca condicional pela medida de risco p,.,, e adaptar o calculo dos cortes de
Benders para a medida de risco escolhida. Isso pode ser feito diretamente ao substituir a média dos
coeficientes 7, e 7; (da linha [15|do algoritmo [2)) pela sua reponderacao de acordo com a medida de
risco escolhida, utilizando as desigualdades (4.11]) que sdo a generalizagdo dos cortes para a aversao
ao risco.

O algoritmo resultante é o seguinte:

2Em principio, a medida de risco poderia ser diferente para cada estdgio; por simplicidade, vamos considerar que
serd a mesma para nao pesar a notacao.
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Algoritmo 3 Algoritmo de Programagao Dindmica Dual Estocéstica (PDDE) com aversao ao risco

Require: Estado inicial zg, nimero de iteragoes K, medida de risco p
1: Inicialize t =1, z = —oc0, V; =0parat=1,...,T.
2: fork=1,...,K do

3: Amostre o cendrio wyr) a partir dos cendrios de cada estagio
4: To = xg
5: fort=1,...,7 do > Fase Forward
6: Resolva o problema do estagio t com incerteza w; para obter o estado final Z;
7 end for
8: fort=1T,...,2do > Fase Backward
9: for w; nos N, cenarios do estagio t do
10: Resolva o problema para obter 7y (wy) e O (wy)
11: end for
12: Calcule v = py, [0 (wt)] > Calculo da medida de risco
13: Deduza os pesos (; tais que 0 = > 11 (i - 0¢(we ;)
14: Defina 7ty := "1 Gipi - e (we i)
15: Adicione o corte 0; > 0y + 7ArtT (x¢—1 — #—1) & fungdo fft do problema do estagio t — 1.
16: end for
17: end for
Parte 11

Fundamentacao metodolégica

Nesta parte, veremos tanto algoritmos que produzem cotas superioes deterministicas, como va-
riagoes do método de Monte Carlo que fornecem cotas superiores estatisticas, ou seja, com um
intervalo de confianca associado. Todos os métodos deterministicos irdo trabalhar com a constru-
¢ao de fungoes de custo futuro auxiliares, cujo objetivo final é a obtenc¢do das cotas superiores: no
préximo capitulo apresentamos os métodos interiores, e, no seguinte, os métodos derivados a partir
das conjugadas das fungdes de custo futuro. A seguir, passamos aos métodos estatisticos, cujo ob-
jetivo € a avaliacao rapida de uma politica dada, utilizando simulagao de Monte Carlo dos cenérios
para calcular uma estimativa estatistica do custo (ou risco) de uma politica. Também veremos dois
métodos: o primeiro, utilizando uma modificacdo das fungdes de custo futuro, com uma varidvel
suplementar; e o segundo, no ultimo capitulo desta parte, utilizando ideias de importance sampling.

5 Meétodos deterministicos por aproximacao interior

Neste capitulo, veremos trés métodos para a construcdo de cotas superiores deterministicas para
problemas de otimizagao estocéastica. O primeiro foi concebido como um método para avaliar a
qualidade da solugdo da PDDE, ap6s um certo nimero de iteragoes [PAMFE13|. O segundo é uma
modificagdo natural do algoritmo de PDDE, proposto em [FL23b] como uma versdo puramente
primal de um algoritmo primal-dual. Ja o terceiro foi desenvolvido como parte de um novo algoritmo
para solucdo de problemas de otimizagdo estocastica multi-estagio, de forma a atender um critério
de convergéncia [BDZ17]. Uma das novidades de [BDZ17] é que o algoritmo é deterministico, e nao
depende de amostragem de cenarios, como é o caso da PDDE.

Os métodos de aproximagao interior sdo, em varios aspectos, “duais” com respeito ao algoritmo
de PDDE. Em primeiro lugar, ao invés de construir cotas inferiores para as fungdes de custo futuro
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V4, eles constroem cotas superiores. Em segundo lugar, eles ndo usam cortes para representar
estas aproximagbes, mas sim uma interpolacio construida a partir de um conjunto finito de pontos
amostrados do espago X de estados viaveis. No préximo capitulo, ao explorarmos as construcoes
de fungbes conjugadas e o algoritmo de PDDE dual, veremos uma terceira razdo de interpretar
estes métodos como duais da PDDE.

Enfim, vale notar que estes métodos interiores sdo mais proximos dos métodos de otimizacao
classicos, que calculam uma cota superior a partir de uma solucédo viavel.

Antes de apresentar os algoritmos multi-estagio, iremos ilustrar as ideias de aproximagao interior
no caso do algoritmo L-shaped, primeiro recapitulando sua construcao das aproximacoes inferiores
por cortes para uma fungao V', e em seguida mostrando como obter aproximagdes superiores desta
mesma fungdo, utilizando vértices.

5.1 O algoritmo L-shaped e aproximacoes inferiores por cortes

Para entender o mecanismo de aproximagao interior, e contrastar com o algoritmo de PDDE, vamos
primeiramente considerar um problema de otimizacdo convexa simples, e comparar a aproximacao
interior com o algoritmo L-shaped da se¢ao Suponha que desejamos resolver:

X .
v = min Vix), (5.1)
onde X C R"™ é um conjunto compacto e convexo (representando o conjunto vidvel do “primeiro
estdgio”), e V(x) é uma fungdo convexa, a-Lipschitz em X (anédloga & fungdo de custo futuro de um
problema de dois estagios). Supomos, como por exemplo no caso de um problema de dois estagios,
que V nao possui uma férmula simples, mas que pode ser calculada (junto com sua derivada) para
qualquer z € X. O algoritmo L-shaped da se¢do constréi uma cota inferior para v*, a partir de
aproximagoes lineares por partes V(x) < V(x), usando cortes.
De forma genérica, seja S = {z1,...,2x} um conjunto de K pontos em X. A fungdo de
aproximacao inferior do método L-shaped, denotada a seguir por V*, construida a partir de cortes
calculados nos pontos x; € S, é dada por:

V(x) = max_ V(z;)+ (VV(x;),z — z;). (5.2)
1<<K
Como V' é a-Lipschitz, seus gradientes sdo limitados por «, e dai cada um dos cortes na férmula
acima também é a-Lipschitz, e portanto V° também.

Nesta formulagao mais geral, podemos re-enunciar o algoritmo de planos cortantes como a
seguir:

Pela forma como o algoritmo L-shaped foi construido, para avaliar o critério de parada basta
guardar o ponto x;, com 1 < ¢ < K, para o qual a fungdo V(x;) atingiu o menor valor: este serd
o candidato natural para a solucao do problema . Entretanto, para a construcao de cotas
superiores (e, com elas, um critério de parada) no caso multi-estagio, serd necessario manter, além
das aproximagoes inferiores (por cortes) de cada func¢ao de custo futuro V;, também aproximagoes
superiores, COImMo veremos a seguir.
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Algoritmo 4 Método de planos cortantes para uma funcao V

Require: Tolerdancia € > 0
1: Inicialize S = {1}, k = 1 e calcule V°.
2: repeat
3: Incremente k.
4 Resolva o problema aproximado mingecx Ve (x).
5 Defina xj, como uma solucdo 6tima, e a cota inferior v;, como o valor 6timo do problema.
6 Atualize S = S U {z}.
T: Atualize V¥ com um novo corte para V (avaliando exatamente V e seu gradiente em )
8: Atualize a cota superior T = min(vg_1, V(xg)).
9: until 7, — vV < €

T T
1.0 - — V(x) 1.0 4 i — Vv
1 1 4
cortes 1 | =
0.8 | -@- vértices 0.8 1 \\: ===V
1 1
\
0.6 061 \, i
1
1
0.4 0.4 :
1
0.21 0.2 i
‘\\‘\— 1
1
0.0 A @ 0.0 —_—
o 1 2 3 4 s o 1 2 3 4 s
(a) Cortes e vértices para V (b) Gréafico de V, VS e V¥

Figura 5.1: Aproximagcoes de V

5.2 Aproximacoes superiores para problemas de 2 estagios

A primeira fun¢do de aproximacao superior que vamos usar é dada pelos pontos x; € S e os valores
correspondentes de V. Esta funcgdo serd denotada por V° e é dada por:

V(u) = min,, Y0,V (zy) (5.3)
s.a Zszl ojTi =u
0; >0

Esta funcdo é convexa em x, pois é dada um problema de otimizacao linear, e x aparece apenas
no lado direito das restricoes. Mais ainda, observe que esta funcdo é a maior funcdo convexa que
passa pelos pontos (z;, V(z;)), e portanto é uma cota superior para V. De fato, o grafico de VS
é a envoltéria convexa dos pontos (z;, V(z;)) do grafico de V em R? x R. Tlustramos esta funcao,
junto com as fungoes de aproximagao externa, na Figura para uma fungdo V de uma variavel,
com K = 4 pontos amostrados.

Uma diferenca entre as aproximacgoes é que V5 ndo é a-Lipschitz no conjunto vidavel X. Isso
ocorre porque ela ndo estd definida em todos os pontos de X, como indicado no exemplo da
Figura através das linhas verticais. Por esta mesma razdo, V*° nao pode ser usada diretamente
para determinar uma politica vidvel, pois poderia acontecer que nao fosse possivel encontrar um
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Figura 5.2: Comparacdo entre aproximacoes para V: V, Lipschitz e ‘7, definida apenas entre 0.5 e
4.

ponto z onde V5(z) fosse finito.

Para contornar este problema, vamos considerar uma fungdo de aproximacgao superior que seja
a-Lipschitz, e que seja uma cota superior para V. A forma mais natural para fazer isso é construir
uma relaxagdo Lipschitz da fungao V5. Esta pode ser obtida ao introduzir uma variavel de folga &
no problema , com uma penalizacdo de magnitude « na funcio objetivo:

S . n
V7(u) = ming, g Zngl o;iV(zj) +a >y |6l (5.4)
s.a Zszl ojr; =u—§
Z]K:I oj=1
O'j Z 0.

Esta funcdo é a-Lipschitz por construgéo, e, como V também é a-Lipschitz (por hipétese), v
também serd uma cota superior para V. Para garantir a validade de V' como uma aproximacio por
cima de V, é necessario que a penalidade « utilizada seja uma cota superior para a constante de
Lipschitz de V. Vale notar que, na pratica, a constante de Lipschitz exata para V nao é conhecida,
mas em muitos casos é razoavel supor que uma cota superior para « é conhecida.

Vemos, na figura uma ilustracao do efeito da regularizacdo de Vs para obter VS: a vertical
que aparece no grafico de VS ¢ suavizada, e a funcao resultante é Lipschitz continua, com uma
inclinacdo constante em cada lado da figura. Também podemos notar que a distdncia entre VeV
é muito maior em uma das diregoes, em que a regularizacdo ¢ muito mais forte do que necessario.

Com isto, chegamos a uma versao modificada do algoritmo @ que agora constréi uma cota
superior para v*, que indicamos no algoritmo Neste ponto, ainda nao é 6bvia a utilidade das
fungoes interiores V e V — nem a necessidade que V esteja definida para todos os pontos de X.
Isto aparecera de forma mais clara quando considerarmos o problema multi-estagio.

5.2 Aproximagoes superiores para problemas de 2 estagios Versao 1.1



Cotas Superiores — Relatério final 25 / |ﬁ|

Algoritmo 5 Método L-shaped com aproximagao interior

1: Inicialize S = {1}, k = 1 e calcule V* e 4l

2: repeat

3: Incremente k.

4 Resolva o problema aproximado mingex V° ().

5 Defina xj, como uma soluc¢ao étima, e a cota inferior v;, como o valor étimo do problema.
6: Atualize S = S U {xy}.

7: Atualize V¥ (com um novo corte) e v° (com um novo vértice) de acordo com e
8

9:

. - A S
Atualize a cota superior Uy = min(vg_1, V" (z1)).
until v — v, <€

5.3 Programacgao dindmica para cotas superiores

Agora, vamos considerar o problema multi-estagio e a construcdo de cotas superiores para a
funcdo de custo futuro V;. Consideramos o caso de um problema de dois estigios, com t = 1 e
t = 2. A diferencga principal para o caso anterior, e que permitira passar para o caso multi-estagio
de forma direta, é que nao supomos que a funcao de custo futuro V3 seja conhecida exatamente.

Assim, e de forma andloga ao algoritmo de PDDE, vamos considerar que possuimos apenas
aproximagdes da funcdo de custo futuro Vi, que denotaremos V5 e V3. Dado um estado final xq
para o primeiro estagio, podemos resolver os problemas de otimizagao aproximados do segundo
estagio, tanto por baixo quanto por cima, para obter as fungdes V, e Va:

Vo1, w2) = ,min ¢3 Y2 + V(x2) (5.5)
2,922
s.a Az + Ways = dy — Bowy;
Va(ry,we) = xrr;igo g Yo + V3(x2) (5.6)
2,Y2 -

s.a  Asxo + Waoys = do — Boxy.

Para obter as fungdes de custo futuro, basta calcular a medida de risco p para as fungoes Vo e
V5. Naturalmente, nido serdo as funcoes exatas que iremos utilizar, mas, respectivamente, cortes
e vértices para V, e V. No caso de Vg, basta o valor da funcio, e portanto o procedimento é
direto. Para V,, entretanto, é necesséario calcular o gradiente da funcdo, e portanto é necessario
realizar a ponderacio dos gradientes dos cortes de cada cenario amostrado pelo mesmo fator que
foi utilizado para calcular o risco da funcdo de custo futuro. De fato, o raciocinio é analogo ao
aplicado nas desigualdades da equacao , que partem de desigualdades validas para os custos
de cada realizacao da incerteza wo ;.

A observacao fundamental nesta etapa ¢ a seguinte: se as fungoes V5 e V3 forem cota inferior e
cota superior para a funcao de custo futuro V3, entdo as fungdes V5 e V5 sdo, respectivamente, cota
inferior e cota superior para a funcao de custo futuro V5. Mais ainda, ao construir, respectivamente,
aproximacdes inferiores e superiores para V, e Vs (por cortes e vértices), obtemos, respectivamente,
aproximacoes inferiores e superiores para a funcao de custo futuro Vs.

Como no caso do algoritmo L-shaped, a fungdo V4(x1) é representada no problema de primeiro
estagio como uma variavel #; que estd acima de todos os cortes construidos para ela.

min ¢ y1 + 6 (5.7)
z1,912>0
s.a. Ayxy + Bixg + Wiy = dy,

91 > emin
N ~T
01 > D) + Piggy(T1 — T(r)),
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J4 no caso da funcdo Vs, ela é representada como uma combinacdo convexa dos vértices cons-
truidos para ela, e é dada pelo problema de minimizagao . Note que este problema inclui as
varidveis de folga &, penalizadas pelo fator L;. Este termo garante que a funcio V; seja no maximo
L; Lipschitz, e portanto esteja definida para todos os pontos do dominio, e ndo apenas as combi-
nagdes convexas dos pontos amostrados xF. Para incorporar V; ao problema do estdgio anterior,
como este também é um problema de minimizagdo, basta adicionar as variaveis o e £, com suas
restricoes, e somar as fungoes objetivo. Por exemplo, no caso do problema de primeiro estagio que

estamos considerando, teriamos:

Milg, g, o €1 YL+ Shey Ok Va(21, k) + Lo €] (5.8)
s.a  Ajx;+ Ways =dy — Bizg — &
Skt Ok, = 71— €
Yiior =1
o > 0.

Este é o ponto de partida para a construgao de um algoritmo de aproximagao simultanea exterior
e interior para o problema multi-estagio, o que envolve construir aproximacdes inferiores e superiores
para as funcoes de custo futuro de cada estagio, de forma recursiva. Resta, entdo, determinar em
quais pontos serdao calculadas as aproximagcoes inferiores e superiores para as fungdes de custo
futuro. Ha varias possibilidades para tal.

5.4 Uma etapa backward final

A maneira mais simples de calcular as aproximagcdes inferiores e superiores, e que implica na menor
mudanca em relagdo ao algoritmo de PDDE, é a de calcular as aproximacdes em um conjunto
de pontos amostrados do espago de decisdo, como proposto por [PAME13]. De fato, este método
consiste em utilizar o algoritmo de PDDE usual, e salvar os estados amostrados durante as etapas
forward. A partir dai, calculamos as aproximacoes interiores (as exteriores ja foram calculadas)
para as fungoes de custo futuro de forma recursiva, a partir do ultimo estdgio, utilizando os pontos
amostrados de cada estigio para calcular as aproximacdes V; analogamente ao que foi feito para
V na equacio . Isto resulta no algoritmo @

A desvantagem deste método é que ele ndo pode ser facilmente utilizado como um critério de
parada para o algoritmo de PDDE usual, pois o calculo das cotas superiores se da a posteriori.
Naturalmente, se o gap entre as cotas superior e inferior ndo for pequeno o suficiente, é possivel
continuar o algoritmo de PDDE por mais iteragdes (novamente, sem um critério claro de parada)
e repetir o procedimento de calculo das cotas superiores.

5.5 Uso da etapa backward combinada

A primeira modificagio natural que o algoritmo de aproximagao interior apresentado acima sugere
¢é a de utilizar os pontos amostrados para calcular as aproximagoes inferiores e superiores para as
fungdes de custo futuro, de forma simultanea. Isto resulta num algoritmo combinado, que calcula as
trajetérias na etapa forward e as cotas inferiores e superiores na etapa backward, simultaneamente.
Este algoritmo foi proposto em [FL23b] com o nome de Stochastic Inner Dynamic Programming
(abreviado por SIDP). Apresentamos no algoritmo [7| uma versdo adaptada a terminologia deste
relatério, buscando manter o maximo de similaridade com os algoritmos anteriormente descritos.
A principal vantagem deste algoritmo é que ele possui um critério de parada claro, como podemos
ver na linha baseado no gap entre as cotas inferior e superior, calculadas a cada iteracao.
Podemos ter uma ideia de como este algoritmo procede através da Figura [5.3
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Algoritmo 6 Cotas superiores para a fungao de custo futuro

Require: Constantes de Lipschitz L; parat=1,...,T

1:

,_.
e

— =
=

Aplique o algoritmo de PDDE [2| para obter as aproximagdes V,, e salve os estados amostrados
z¥ para cada estégio t e iteracio k
Defina V41 = Vi1, conhecida
fort=1T,...,2do
for k=1,...,K do
for w;; nas IV; realizagoes da incerteza do estagio ¢ do
Resolva o problema ({3.6)) com a funcao de custo futuro V1 para obter Vt(xf_l, wt)
end for
Avalie a medida de risco p para calcular Vi(zf ;)
end for
Construa a funcio V; a partir dos pontos amostrados e da constante de Lipschitz L;, usando

a equacao ((5.4))

: end for
: Resolva o problema de primeiro estagio com a fungdo V5 para obter uma cota superior para o

valor 46timo

Algoritmo 7 Algoritmo combinando cotas superiores e inferiores

Require: Estado inicial x(, constantes de Lipschitz L; parat =1,...,T, tolerdncia e.
1: Inicializet =1, 2= —o00,V, =0parat=1,...,7T.
2: fork=1,... do
3: Amostre o cendrio wyr) a partir das realizagdes das incertezas de cada estagio
4: To = xg
5: fort=1,...,7 do > Fase Forward
6: Resolva o problema do estagio t com incerteza w; para obter o estado final Z;
7 end for
8: fort=1T,...,2do
9: for w;; nas IV; realizagoes da incerteza do estdgio ¢ do > Fase Backward, cortes
10: Resolva o problema com V| para obter 7;(w;) e 9y (wy)
11: end for
12: Calcule a medida de risco p sobre os valores 9 (w;) para obter 0 > Calculo do corte
13: Deduza 7y a partir da mesma ponderagao aplicada aos multiplicadores 7 (w;)
14: Adicione o corte 6; > 0y + 7 (241 — #_1) & funcdo V, do problema do estégio ¢t — 1.
15: for w;; nas NV; realizagoes da incerteza do estégio ¢t do > Fase Backward, vértices
16: Resolva o problema com V41 para obter 9y (w;)
17: end for
18: Calcule a medida de risco p sobre os valores 0¢(w;) para obter 9y > Célculo do vértice
19: Adicione o vértice (z;_1,%;) & funcio V; do problema do estagio t — 1.
20: end for
21: Resolva o problema de primeiro estadgio com V, para obter uma cota inferior zil;f
22: Resolva o problema de primeiro estdgio com V3 para obter uma cota superior zé“up
23: if zfup — 2F: < e then
24: break
25: end if
26: end for
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(a) Apés 2 iteragoes

Vi1

(b) Apés adicionar o terceiro corte e terceiro vértice

Figura 5.3: Exemplo de execugdo do algoritmo Stochastic Inner Dynamic Programming

5.6 Etapa forward deterministica

A segunda possibilidade para a escolha dos pontos onde calcular as fungdes de custo futuro é a de
utilizar um método deterministico, como proposto por [BDZ17]. H4 algumas diferengas entre este
método e a PDDE usual, principalmente devido ao fato que ele ndo depende de amostragem de
cenarios. Para tal, este algoritmo ira calcular aproximacoes inferiores e superiores para as funcoes
de custo futuro para cada estagio, ou seja, serd um algoritmo multi-cut. A razdo desta escolha
é que, para cada realizacdo da incerteza, também é possivel calcular o gap da aproximagao entre
a cota superior e a cota inferior, e, se este gap for pequeno o suficiente, o algoritmo pode ser
interrompido. Exatamente por isto, o algoritmo ird escolher a realizacio que mais contribui para
0 gap para construir o cenario da etapa forward, e melhorar as aproximacoes para as fungoes de
custo futuro correspondentes a este cenario durante a etapa backward. Assim, este algoritmo nao
depende de uma amostragem de cenarios, e é deterministico.

Por outro lado, este algoritmo requer uma modificacdo mais significativa do algoritmo de PDDE
usual, para incorporar um novo método para a trajetoria forward, além da manutencao das aproxi-
magoes inferiores e superiores para as fungoes de custo futuro de cada estagio. Vale notar que, ao
calcular um corte apenas para um dos cenarios amostrados, numa formulacao multi-cut, o algoritmo
deterministico de [BDZ17] resulta em problemas de otimizagdo com o mesmo ntimero de cortes que
o algoritmo de PDDE usual a cada iteracdo. A diferenca é que o algoritmo de PDDE ir4a aproximar
a fungao de custo futuro em média (ou para a medida de risco escolhida), enquanto o algoritmo
deterministico ird distribuir os cortes (e vértices, para a aproximagcao interior) entre os cendrios de
forma a minimizar o gap.

Da forma como descrito em [BDZ17], o algoritmo de programacao dindmica também considera
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uma formulagdo do tipo decisdo-acaso, em vez da formulacdo acaso-decisGo, mais usual para a
aplicacado da PDDE em problemas multi—estégioEIA escolha de uma formulagdo decisdo-acaso pode
ser explicada pela deducgdo do algoritmo estocastico a partir de um exemplo de dois estdgios, no
qual a fungdo de custo futuro é escrita a partir da decisdo de primeiro estagio, que é tomada antes
da incerteza ser revelada. Isto resulta em uma segunda diferenca na formulagao dos problemas de
cada estagio. Para evitar esta complexidade suplementar, vamos considerar a formulacio acaso-
decisao usual, e adaptar o algoritmo de programagao dindmica deterministica para esta formulacao.
Assim, no estigio t, o algoritmo de programacgao dindmica ird resolver o problema

Vi(me—r,w)) = min ¢y + p[Vyyq (20, weg1)] (5.9)

@,y >0

S.a Atflft + W2y2 = Clt — tht—l-

Na pratica, o algoritmo é multi-cut, e portanto inclui N; representagoes da funcéo de custo futuro,
uma para cada realizagdo da incerteza do estigio seguinte. Além disto, ele também necessita a
representagao da medida de risco p na funcdo objetivo. Para o caso em que p é uma combinacao
entre a média e o CVAR, o problema fica:

Vilre,w) = min eyt (1= 8) S5 i+ S o+ S5 piu] (5.10)

sa Ay +Woys = dy — Byry—q
0; > vF + (78T (2 — 2F) Vi k
q+ u; > 01 Vi.

onde p; sdo as probabilidades associadas a cada realizagao wy ;, e 0; a estimativa do respectivo custo
futuro pelos cortes indexados por k = 1,.... A representagio do CVAR é dada pelas varidveis
auxiliares ¢ (a-quantil superior) e u;.

Naturalmente, no caso em que necessitamos calcular as cotas superiores, a funcio objetivo é a
mesma, bastando apenas substituir os cortes para as variaveis 6; pelas respectivas desigualdades
através da representacao de vértices vf .

Com isto, apresentamos o Algoritmo [§], que é um algoritmo deterministico com aproximagao
interior para a solugao de problemas de otimizacao estocastica multi-estagio. Ele também conhecido
como problem-child, porque os cenarios sdo escolhidos em cada né da arvore de cenarios de forma
a escolher a abertura (“descendente”) que apresenta o maior gap entre as cotas inferior e superior
(“problema” para a convergéncia).

Note que a etapa backward do algoritmo ndo percorre todas as realizagoes da incerteza a cada
estagio, mas apenas aquela que mais contribui para o gap entre as cotas inferior e superior. Desta
forma, apenas um corte (ou vértice) é adicionado ao problema do estdgio anterior.

6 Funcgoes conjugadas e PDDE para o problema dual

Nesta secao, introduzimos as fungoes conjugadas V;* e Vt&, e como elas estao relacionadas com
o problema dual do problema multi-estagio . Em particular, veremos que elas podem ser
interpretadas como funcoes de custo futuro no problema dual. Em seguida, iremos descrever como
o algoritmo de PDDE pode ser adaptado para resolver o problema dual, calculando aproximacoes

3Vale notar que a formulacio decisdo-acaso é, muitas vezes, mais préxima do processo de programacio e plane-
jamento, pois em geral ndo sabemos de anteméo a realizacdo da incerteza ao longo do estdgio considerado para a
operagao. A formulagdo acaso-decisdo, por outro lado, torna mais simples a solu¢do dos problemas de cada estégio,
pois basta resolver o problema de otimizagao para cada cendrio amostrado, e depois calcular a média ou a medida de
risco destas solugoes.
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Algoritmo 8 Algoritmo deterministico para aproximacao interior, via problem-child

Require: Estado inicial x(, constantes de Lipschitz L; parat =1,...,T, tolerdncia e.
1:V,=0eV;=+4ocoparat=2,...,T.
2: fork=1,...do

3: To = xg

4: fort=1,...,7 do > Fase Forward
5: Resolva o problema do estdgio t para obter o estado final Z;

6: Calcule o gap entre as estimativas em cada realizagio, Vi (2, wir1) — Vi (21, wit1)-

7 Escolha a realizacao w1, da incerteza do estagio ¢ que mais contribui para o gap.

8: end for

9: fort=1T,...,2do

10: Resolva o problema com V, | para obter 7t;(w;) e O¢(wy) > Fase Backward, cortes
11: Adicione o corte 6; > 0y + 7 (x4_1 — #_1) & funcio V,; da realizagdo w1 ;-

12: Resolva o problema com V.1 para obter 0;(w;) > Fase Backward, vértices
13: Adicione o vértice (z—1,9:) & fungdo Vi, da realizagio wii1 .

14: end for

15: Resolva o problema de primeiro estdgio com V4 para obter uma cota inferior Zi];f

16: Resolva o problema de primeiro estigio com V5 para obter uma cota superior zé“up

17: if zé‘up — 2F; < e then

18: break

19: end if
20: end for

destas funcoes conjugadas. Enfim, veremos como as fung¢ées conjugadas V,* podem ser utilizadas
para construir cotas superiores para as funcoes de custo futuro V; do problema original.

Vale notar que, até onde sabemos, esta é a tinica forma de obter cotas superiores, convergentes
para o valor 6timo do problema multi-estdgio , que nao necessita utilizar o algoritmo de PDDE
primal como um auxiliar.

6.1 Funcgoes conjugadas e recorréncia dual

Comegamos com a defini¢cdo da funcao conjugada de Fenchel de uma fungédo f : R" — R.

Definic¢do 6.1 (Conjugada de Fenchel). Seja f : R™ — R uma fung¢io. A conjugada de Fenchel de

f € a funcao dada por
f(m) = sup {x'z— f(2)}. (6.1)

zeR?

A conjugada de Fenchel é sempre uma func¢ao convexa de 7, pois é o maximo de funcdes afins.
A principal propriedade que vamos utilizar das func¢bes conjugadas é que, se f for uma funcdo
convexa, propria e semi-continua inferiormente, entdao (f*)* = f E] Este é um resultado andlogo
a dualidade forte, e em particular vale para fungdes convexas lineares por partes. Esse resultado
tem, também, uma interpretagdo muito simples: a férmula f(z) = sup, {WTI‘ — f*(w)} implica
que f(z) é dada pelo maximo de fungdes afins, com inclinagdo 7, que serd um (sub-)gradiente de

4Uma funcéo é prépria se nunca toma o valor —oo, e é semi-continua inferiormente se os conjuntos de nivel
{z | f(z) < a} s@o fechados para todo a € R.
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f. Em particular, se f for Lipschitz, os gradientes serao limitados; um calculo simples mostra que
f*(m) serd finito apenas quando 7 for menor do que a constante de Lipschitz de f.

Da mesma forma que as equagoes e definem uma recorréncia entre as funcoes de
custo futuro V; e Vi11, é possivel mostrar que as fungoes conjugadas V;* e V% ; estdo relacionadas
por uma recorréncia. Mais importante, é possivel obter uma formulacao desta recorréncia como um
problema de otimizagao, derivado a partir do problema de otimizagdo do estdgio t. A forma mais
natural de obter esta recorréncia passa por aplicar a definicdo de conjugada de Fenchel a funcao
de custo futuro V4, expandir a expressao de V; como um problema de otimizacao e usar dualidade
forte para trocar a ordem entre minimizagdo e maximizacao.

Para nao carregar excessivamente a notacao, iremos utilizar a seguinte férmula para o problema
do t-ésimo estagio, que da a recorréncia entre V; e V4 1:

Vi(z) = min E [ctTy + Vt+1(z)} (6.2)
y,220
sa Az+ Wy=d— Bz,
onde substituimos o estado inicial x;_1 por x e o estado final por z, e omitimos a dependéncia de
todas as varidveis em t. Assim:

Vi(m) = sup {7l @ — mi>no E [cTy + V%+1(Z)} pela definicao de V;  (6.3)
TER™ Y,z=>
Az4+Wy=d—Bzx
= sup max 7w x—E {cTy + V}H(z)] trocando —min por max — (6.4)
zeRn 4,220 4
s.a z+Wy=d— Bx
= sup max nlz—E {cTy + V}H(z)} dualizando a restrigdo (6.5)
e e +inf\E[AT(d — Bx — Az — Wy)]
= ir){f SSRBL ;nza% . ) {cTy + V}H(z)} por dualidade forte (6.6)
+E[\T(d — Bz — Az — Wy)]
— inf E \Td+ V()] (6.7)
sa. E[BT\ =m,
c+WTA>0,
v+ATA>0.

onde simplificamos os supremos usando que:

0 se E[BTA| =7

supm 'z — E[A" Bz] = .
x +00 caso contrario

0 sec+WTA>0

+00 caso contrario

supE [—cTy — )\TWy} = {
y>0

supE {—V}H(z) - )\TAz} =supE [—V,H_l(z) - )\TAZ} + ELI;%E['MTZ]

220 220

= inf supE {(,u — ATz - V}H(z)} (6.8)
120 z>0

. * AT
_;gfov;t—&-l(:u AN

= inf VX ,(v).
L Vi)
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Note que a recorréncia da equacao ¢ um problema de otimizacgao linear, porém com uma
restricao em média, que liga todos os cendrios com a varidvel de estado inicial 7. Esta restrigdo tem
duas particularidades. Em primeiro lugar, ela ndo permite que os problemas de cada cenario sejam
resolvidos de forma independente, pois as varidveis de decisdo A e v devem ser compativeis com
uma restricdo global. Isto torna o problema dual mais complexo que o problema primal, que pode
ser resolvido independentemente para cada cendrio na formulagdo primal classica de programacao
dinamica estocastica.

Em segundo lugar, a restricdo em média poderia ndo ser viavel para alguns valores de 7. Isto
traz dificuldades para a etapa forward do algoritmo de PDDE, que precisa encontrar um valor
para a variavel de estado final (neste caso, o valor de v) para prosseguir para a préxima etapa.
Na pratica, esta segunda observagao ndo é tao critica, pois em geral a varidvel de estado primal z
também possui um limite superior, o que d4 uma desigualdade suplementar e um multiplicador de
Lagrange associado. Tal multiplicador funciona como uma variavel de folga, penalizada pela cota
superior da variavel de estado na fungdo objetivo.

Entretanto, esta mesma razao nos conduz a uma dificuldade pratica para a implementacao do
algoritmo de PDDE para as fun¢bes conjugadas V,*: também serd necessario limitar o dominio
da variavel de estado dual 7 para garantir a convergéncia do algoritmo. A forma mais simples
de fazé-lo é notar que 7 corresponde aos precos associados a varidvel de estado z; (gradientes de
Vi), e portanto pode ser limitado pela constante de Lipschitz da func¢ao de custo futuro V;. Assim,
tanto o método dual como os métodos de aproximagao interior necessitam da mesma informacao
suplementar para serem implementados, a saber, uma constante de Lipschitz para cada funcao de
custo futuro V;.

6.2 Funcao conjugada com aversao ao risco

Se, em vez de a recorréncia entre as fungoes de custo futuro ser dada em média pela equagao ,
mas por uma medida de risco, como em , as operagoes que fizemos para deduzir a recor-
réncia da equagao nao sdo mais validas. Uma forma de contornar esta dificuldade, proposta
em [FL23a] é observar que uma medida de risco implica numa mudanga das distribuigoes de pro-
babilidade dos cendrios. Assim, a funcéo de custo futuro, para cada cenario, passa a depender de
uma nova, variavel, que é o fator de risco associado.

De forma mais precisa, se a medida de risco p é dada por uma férmula como , iremos

substituir o termo E {c:z + VtH(z)} por
p (el y+ V() = max >~ i (] i + Vi (1)) (6.9)
CeQk =

onde indicamos por ¢ 0s cendrios, p; suas probabilidades, z; os valores associados & variavel de estado
final, ¢ o vetor de pesos associado a cada cenario e () é o conjunto de reponderagoes associado a
medida de risco p.

Desta forma, antes de eliminar a varidvel z para a construgao da funcido conjugada V%, na
equacao , teremos agora a expressao

mZapri [Z/ZTZZ — )\ZTAizi — Ci‘/;f+1(zz‘):| .

Aplicando diretamente a definigdo da funcio conjugada, obteriamos em cada cendrio a conjugada
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da funcio (;Vi11, avaliada no ponto v; — A \;. Ora, se ¢ # 0, temos:

(CVerr)*(m) = sup {772 = (Vi (2)}

z€R™

= ¢ sup {(7/0) T2 = Vi () } = (Vi (m/<). (6.10)
z€R™
A expressao acima é a combinagdo da conjugada (que leva V em V*) com uma transformagcao
conhecida como perspectiva:

Definicdo 6.2. Seja f : R® — R uma funcéo e ¢ > 0 um escalar. Definimos a perspectiva de f
como a fungdo F: R™ x Ry — R dada por:

F(m,¢) = ¢f(m/Q). (6.11)

A perspectiva de uma funcdo é uma fungdo homogénea de grau 1 em 7w e (: se multiplicarmos w e
¢ por um numero positivo r > 0, o valor da funcao também é multiplicado por r.

Assim, para poder eliminar a varidvel z no caso risco-avesso, introduzimos uma nova funcao
dual, que chamamos de Vt&, e é definida por

Definicao 6.3 (Coperspectiva de uma fungio). A coperspectiva de uma fung¢io f é a perspectiva
da conjugada de Fenchel de f, e é dada por

A, Q) = max {r "2~ (f(2)} (6.12)

zeR™
para ¢ > 0. Esta fung¢do ndo estd definida para ¢ < 0.

A coperspectiva de uma fun¢do é uma outra funcio, com dois argumentos: o primeiro é uma
variavel dual, aqui denotada por 7, e o segundo é um escalar (. Esta outra funcao também deve
ser pensada como uma funcio no espago dual, e, no caso da aplicacdo a PDDE, sera chamada de
funcao de custo futuro dual.

Com isto, no caso com aversio ao risco, temos uma recorréncia entre as coperspectivas VX e
VEI, generalizando o caso neutro ao risco. De forma andloga a equagao (6.7)), teremos

VEmy) = jnf B[N+ V0] (6.13)
sa E[BT)=rm,
Cc+WTA>0,
v+ATA>0,

em que incluimos uma nova variavel de estado v, andloga a ( para o estado inicial, e incluimos a
restricdo ¢ € v- @ onde ) é o conjunto de reponderacoes associado a medida de risco p. Note que
a restricio ( € v - @ j4 estava presente na equagio (6.9) quando definimos a medida de risco, e
continua quando calculamos a recorréncia entre as coperspectivas. Observamos que as variaveis de
estado iniciais sdo 7 e v (a primeira, dual ao estado primal, e a segunda, um escalar correspondente
ao change-of-measure). As varidveis finais sdo, respectivamente, p e C.

O papel dos escalares v e (, aumentando a dimensao das variaveis de estado, é o de possibilitar
a construcdo de uma recorréncia no caso com aversiao ao risco. De fato, podemos interpretar a
aversao ao risco como uma mudanca na probabilidade atribuida a cada cenério, em funcao do custo
do mesmo. Assim, a varidavel ( ird representar esta mudanca de probabilidade para as diferentes
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realizacdes da incerteza ao longo do estégio ¢, e a recorréncia entre as coperspectivas VX e VEl
generaliza o caso neutro ao risco (que pode ser visto como o caso onde a reponderacao é sempre
igual a 1, e ndo precisariamos acompanhar a sua evolugdo ao longo dos estigios).

Vale notar que a aversao ao risco do problema primal estd presente na recorréncia do problema
dual através do conjunto (), mas nao diretamente na funcéo objetivo, que contém apenas a esperanca
ao longo dos cenarios. Com isto, é importante que o conjunto @) seja suficientemente simples para
ser representado em um problema de otimizagdo. No caso do CVAR, a restricdo ¢ € v - Q) pode ser
representada por restrigoes de caixa para cada cenario, além da restrigdo de que >, (; = 1 que é
natural por ser uma probabilidade. Assim, a recorréncia para a coperspectiva V;g é um problema de
otimizagao linear, com um nimero modesto de restrigoes suplementares para representar a aversao
ao risco.

6.3 PDDE dual para coperspectivas

As recorréncias vistas nas se¢oes anteriores, seja para a funcao conjugada V;*, seja para a copers-
pectiva VF, podem ser resolvidas por um algoritmo anialogo a PDDE. De fato, cada uma das
fungoes V' | ou VEl ¢ uma funcao de custo futuro, convexa, que pode ser aproximada por cortes
de Benders, da mesma forma que a fun¢do de custo futuro original V1.

Como ja mencionado no caso das conjugadas V*, e continua sendo o caso das coperspectivas
V;&, a recorréncia de programagao dindmica resulta em um problema de otimizacdo que nao pode
ser decomposto em problemas independentes, um para cada realizacdo w;; da incerteza, pois as
restrigoes dindmicas (a primeira e a tltima, uma em 7 e a outra em ) acoplam varidveis de todas
as realizacOes as varidveis de estado inicial.

Enfim, observamos que, pela prépria definicdo da coperspectiva, as funcgoes Vt& sao convexas
em 7 e . Mais ainda, como elas sdo perspectivas de V;*, estas sdo fun¢des homogéneas no par
(m,7), isto é, para todo a > 0 temos

Vi (am, an) = aV¥(m, 7). (6.14)

Assim, os cortes para as fungdes V¥ também serdo homogéneos (ou seja, o intercept é sempre zero),
o que pode ser incorporado ao algoritmo. De forma genérica, iremos indicar um corte para V;*
como Vt& (m,7) >y 7 +wv-~. Isto pode ser usado tanto para verificar a implementacio como para
reduzir a instabilidade numérica do método.

Na pratica, o problema que sera resolvido a cada iteragdo é uma versdo modificada de (6.13)).
De fato, o objetivo do algoritmo é construir aproximacoes D; < VEl para as fungoes de custo
futuro. Mais ainda, estas aproximacOes serdao representadas por um conjunto de cortes lineares.
Para vermos concretamente, reintroduzimos aqui a dependéncia dos problemas e varidveis de estado
no tempo e na realizagao da incerteza w; ;. Também usamos uma notacao uniforme para as varidveis
de estado, que serao m;_1,7:—1 € T4, Vt,; para os estagios t — 1 e ¢, respectivamente (note que temos
que resolver todas as realizagbes conjuntamente, mas temos apenas um estado inicial (m—1,v¢—1)
para o problema do t-ésimo estégio). A esperanga serd substituida pela soma em todas as incertezas,
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com as respectivas probabilidades p;, resultando no seguinte problema de otimizacgao:

inf — >pi [)\Zibt,i + 9t,i] (6.15)
Aty ey Ve
sa. YD [B;—Mt,i] = Tm_1, Restrigoes acopladas
Ye,i € Y1+ Q,
Vt.iCti + Wt,Ti)‘t,i >0 Vi, Restrigoes por realizagao
i+ A,Ii)\t,z‘ >0 Vi,

O > y(j,;)ﬂtvi + v i Vi, Vk. Cortes de Benders

Esta néo é, estritamente falando, uma formulagao multi-cut, pois temos apenas uma fungdo de custo
futuro V¥ por estégio, e nao uma funcdo de custo futuro para cada abertura. Isto fica evidente
quando observamos que os cortes sdo indexados apenas pela iteragdo k do algoritmo, e ndo pela
abertura i. Mesmo assim, devido a ndo-decomposicao devido as restricbes que acoplam todas as
realizagOes, este problema também necessita de uma variavel 6, ; para representar a fungao de custo
futuro em cada realizacao da incerteza - s6 que agora do préprio estagio ¢, em vez de corresponder
ao estagio seguinte t 4 1.

O problema de primeiro estdgio é especial, porque em vez de comegcarmos com um estado dual
inicial my, o dado inicial que possuimos é o estado primal xy. Por isso, ambos my e m serdo
determinados a partir do problema

inf 50 A b + O] (6.16)
T0,A1,71,71 ’
S.a. Zz pi[BIi/\l,i] = 70,
M, el Q7
M1,iC1,i + WlTZ‘)\l,i >0 Vi,
T + AlT,i)\l,z‘ >0 Vi,

01> y(Tk)Tru + o Vi, k.

Esta formulagdo mostra que 7y corresponde ao gradiente da fungdo de custo futuro primal em xg.
Naturalmente, ao longo das iteracoes do algoritmo este valor pode oscilar, até a convergéncia.

A recorréncia acima se traduz em um algoritmo de otimizagéo, similar & PDDE, com etapas
forward e backward, que é conhecido como PDDE Dual, e é descrito no algoritmo [9] Uma das
novidades deste algoritmo é que a construcao dos cenarios durante a etapa forward é feita por
importance sampling, isto é, os cenarios sao selecionados com pesos proporcionais a 7y ;p; + €. Isto
¢é diferente da PDDE usual, onde o cenario da etapa forward é selecionado antes da solugdao dos
problemas de otimizacao, e é feito de forma uniforme. Como, ao resolver o problema do t-ésimo
estagio, temos uma estimativa, dada pelos fatores 7;;, de quais cendrios sao mais importantes, a
selecdo por importance sampling é uma forma de acelerar a convergéncia do algoritmo. O pardmetro
€, por sua vez, tem um papel de regularizacdo para controlar a exploracdo do espaco de cenarios:
ele garante que todos os cendrios podem ser explorados, o que é importante para a convergéncia do
algoritmo. Na pratica, como explorado em [FL.23a], o valor de € ndo é muito critico, mas um valor
pequeno, relativamente as probabilidades p;, é suficiente para garantir a convergéncia do algoritmo
e ainda manter o efeito de acelerar a convergéncia.

Enfim, observamos que a escolha de cenarios por importance sampling é muito 1til para acelerar
a convergéncia do algoritmo, como visto em [FML24]. Uma das razdes para isto é que o uso
de importance sampling ird melhorar as aproximacoes da funcdo de custo futuro ao longo dos
estados que mais vao contribuir para o custo futuro. Isto pode ser explicado, entre outros, pela
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Algoritmo 9 PDDE dual para problemas com aversao ao risco

Require: Estado inicial zg, nimero de iteragoes K.
Require: Paradmetro € para importance sampling, constantes de Lipschitz L;.
1: Inicialize V%, | (7, 77).
2: for k=1,...,K do
3: Resolva o problema de primeiro estagio para determinar 7 > Etapa forward

4 fort=2,....,T do

5 Resolva e calcule os estados finais m;; € v ;.

6: Selecione o cendrio j* por importance samplig com pesos 7 ;p; + €.

7 Tome 7; 1= T j* € VYt 1= Ve j*-

8 end for

9: fort=1T,...,2do > KEtapa backward
10: Resolva para calcular os multiplicadores de Lagrange para m—1 e Y4—1.

11: Inclua o corte correspondente na fungdo de custo futuro V;¥ do estgio anterior.

12: end for

13: end for

homogeneidade das coperspectivas: quanto maior o valor de «y, também esperamos que o valor de
V.2 (m,7) seja maior.

Analogamente ao algoritmo SIDP (algoritmo , que calcula cortes e vértices simultaneamente,
vejamos uma ilustragdo do algoritmo PDDE dual, em paralelo com o préprio algoritmo de PDDE,
na Figura onde agora ambos algoritmos calculam cortes, seja para as fungdes de custo futuro,
seja para as conjugadas de Fenchel (ou coperspectivas, no caso com aversao ao risco).

6.4 Cotas superiores para as fungoes de custo futuro

A construgdo da conjugada inverte a ordem, ou seja, se f < g entdo f* > g*. Ora, no caso em
que as fungoes valor 6timo sdo convexas, e temos que V; = (V*)*, se possuimos uma aproximagao
inferior V*, para V,*, entdo sua conjugada (V*,)* é uma aproximagao superior para a fungao V;.
Em particular, no primeiro estagio do problema, a funcdo conjugada V;* permite calcular uma cota
superior para o valor do problema de otimizacao multi-estagio (2.1]).

Agora, vejamos como as aproximagoes D; das coperspectivas (fungoes de custo futuro duais)
V;& podem ser utilizadas para construir cotas superiores para as fungoes de custo futuro primais V;.
Sabemos que Dy < V¥ e que V¥(r,1) = V*(r). Assim, se f(7) = Dy(m, 1), entdo f(r) < Vj*(n).
Tomando a conjugada de Fenchel de ambos os lados, obtemos

fr(x) > Vi(). (6.17)

Assim, a funcdo f* é uma cota superior para a funcdo de custo futuro V;. Entretanto, esta
func¢ao nao estara definida para todos os valores de x. De fato, como f é uma aproximagado por
cortes lineares, a funcao conjugada f* estard definida apenas para os valores de x que sejam uma
combinacao convexa dos cortes que definem f.

Isso é similar ao que acontece com as aproximagoes (primais) por vértices, que estdo definidas
apenas na envoltéria convexa dos mesmos. Da mesma forma, também podemos relaxar esta cota
utilizando uma constante de Lipschitz L; para obter uma funcdo que estara definida para todos os
valores de x.

Vejamos um exemplo. Suponha que os cortes para D; sejam dados por

Dy(m,7) > (y@y) "7+ (o)) -7 VE. (6.18)
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(a) Apos 2 iteracoes
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(b) Apés adicionar o terceiro corte para ambas fungoes de custo futuro

Figura 6.1: Exemplo dos algoritmos de PDDE (funcoes V;) e PDDE dual (fungoes Dy = (V4)*).
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Dai, vemos que

f<7T) = l)t<7T7 1) > (y(k))Tﬂ + U(k) Vk. (6.19)

Ora, a conjugada da funcdo linear ¢(7) = y 7 + v é a fungdo indicadora do conjunto {y},
transladada de v. Isto é facil de ver pela propria definicao:

—v, sex =y,

o (z) = max e'r—y'm—v= { (6.20)

400, caso contrario.

Assim, a conjugada de ¢ corresponde ao vértice (y,—v). Como f é o méximo de varias fungoes
lineares, a conjugada de f serd a combinacdo convexa dos vértices correspondentes a cada corte.

Assim, para representar uma cota superior para V;, basta utilizar a mesma férmula para as
fungbes primais, construidas a partir de vértices, s6 que agora utilizando os coeficientes dos cortes
de D; para determinar os valores dos vértices.
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7 Aumento do espago de estados

Nesta secao, passamos aos métodos estatisticos para o calculo de cotas superiores em problemas de
otimizagao estocastica multi-estagio.

Apds uma breve revisdo do problema de otimizacao e sua notagao, veremos que a dificuldade de
utilizar métodos estatisticos advém da necessidade de calcular uma medida de risco dada por uma
expressao com CVAR’s aninhados, que é a formulacao tipica dos problemas de planejamento da
operacao do setor elétrico. Vale lembrar que esta formulacdo, apesar da dificuldade acima exposta,
é 0 que permite o uso de técnicas de programacdo dindmica e também garante a consisténcia
temporal das decisdo de planejamento obtidas através do modelo de otimizacao.

Apresentaremos a seguir uma modificagdo da formulagdo do problema multi-estagio, que in-
troduz uma varidvel de estado auxiliar para as fungdes de custo futuro, cuja funcdo é contornar
as limitacbes impostas pelas medidas de risco aninhadas. Ainda é possivel aplicar o algoritmo de
PDDE para estas novas fungoes, e com isto obter uma politica (aproximada) para a operagdo, e
dai veremos que uma modificagdo do algoritmo de simulagao de Monte Carlo ird, de fato, produzir
cotas superiores para o risco associado a politica.

Veremos, no entanto, que estas fungoes de custo futuro estendidas podem sofrer de uma pro-
pagacgao exponencial de erros de estimacao, que, muitas vezes, levam a cotas superiores demasiado
grandes para serem utilizadas como critério de parada ou avaliagdo da qualidade das solucOes
obtidas pela PDDE.

7.1 Problemas multi-estagio com CVAR

Consideramos o classico problema multi-estagio neutro a risco:

T
min E [Z cTyt] ,
t=1
onde, por simplicidade de notagdo, omitimos as restrigoes subjacentes ao problema minimizacao
envolvendo as varidveis de estado x; e as varidveis de decisdo (ou “controle”) y;. Para fixar a
notacao e o significado das variaveis com relagdo ao tempo, tomamos o estado inicial como zg, e a
restricdo dindmica é dada por Aixs + Brxi—1 + Wiy = ds.
Sob a hipdtese de que a incerteza é stagewise independent, podemos reformular através de uma
recorréncia de programacao dindmica:

Vi(x¢—1) = min E, [c;ryt + V}H(act)} parat=1,...,T —1,

onde E; denota a esperanca em relacao a incerteza & no estagio t. Esta recorréncia define as funcoes
de custo futuro Vi(x4—1), que representam o valor étimo do problema a partir do estégio ¢, cujo
estado inicial é x;—;. A funcdo de custo futuro do ultimo estégio, Vri1(z7), é identicamente nula,
por definicdo, e permite iniciar a programacao dindmica.

No caso averso a risco, iremos substituir E por CVAR,,. Isto leva a recorréncia modificada:

Vi(zi—1) = min CVAR,, [ctTyt + Vt+1(xt)} i (7.1)

Esta recorréncia define um problema de otimizagdo multi-estagio com CVAR, que é o objeto de
estudo deste projeto. Note que ele leva a problemas com “CVAR’s aninhados”. Por exemplo,
desenvolvendo duas etapas obtemos

Vi(x1) = min ¢'y1 + CVAR, |¢"y2 + CVAR, [c:yg + .- H .
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Naturalmente, é possivel utilizar outras medidas de risco no lugar do CVAR. Uma alternativa
muito comum no setor elétrico é utilizar uma combinacdo entre o CVAR e o valor esperado, que
permite equilibrar os aspectos de risco e custo médio da operagao. Por simplicidade das discussoes
que serao feitas neste relatério, especialmente referentes as dedugdes matematicas das formulas,
nos concentraremos no caso em que a medida de risco é dada simplesmente pelo CVAR.

7.2 Inclusao do quantil como variavel de estado

Quando o nimero de cendrios da arvore é pequeno, é possivel calcular o CVAR de uma politica
de controle y; diretamente: calcula-se o custo C;EyT do ultimo estdgio, e a partir deste obtemos o
CVAR em cada né6 da arvore do estagio anterior. Dai, somamos este CVAR ao custo imediato do
estdgio anterior, obtemos o CVAR desta etapa, e assim por diante, até o primeiro estigio.

Poderiamos tentar generalizar esta abordagem para um método de Monte Carlo, amostrando
cendrios em vez de considera-los todos. Entretanto, o cdlculo do CVAR em um dado estagio envolve
a estimativa dos custos futuros de todos os cendrios, o que torna o método exrponencial no ntimero
de estagios.

Um primeiro passo para abordar este problema é a reformulagao da recorréncia de programacao
dindmica correspondente a otimizacao multi-estdgio com CVAR. Generalizando a formulagao
da equagao , introduzimos as varidveis auxiliares ¢; para calcular o CVAR dos custos futuros,
resultando no seguinte problema:

min ¢'y; + ming + lEg (cTyg + min ¢o + lEg {(cTyg + = q2) } — q1> . (7.2)
Tt,Yt Q1 (0} q2 « + +

Entretanto, para determinar o valor de ¢a2(€2) é necessario calcular os custos de todos os cenérios
(ou uma amostra deles) descendentes do né &. Portanto, para calcular o valor de ¢;, que depende
recursivamente de todos os valores ¢a2(€2), teremos que continuar resolvendo um niimero exponencial
de cenarios.

Para contornar esta situacgao, iremos transformar os ¢;’s em variaveis de estado. Assim, em vez
de serem consideradas varidveis auxiliares para o calculo do CVAR, elas passam a ser consideradas
varidveis de estado, e a recorréncia de programacao dindmica passa a ser

. 1
Q(z¢—1,q—1) = min E; (CTyt + g + — Q1 (T, qt) — %—1) , t<T,
Yt,qt (6% +

Qr41(zr,97) = 0.

Essa reformulacao calcula os valores de y; e q; sem ter que avaliar os cendrios seguintes. Sim-
bolicamente, ela corresponde a estimar o cdlculo do CVAR através de uma funcéo de custo futuro
Q(z,q), em vez de calcular exatamente o CVAR para obter a fungdo V' (z). Por causa disto, esta
nova funcao de custo futuro tem uma interpretacdo mais complexa, visto que ela depende também
do valor de ¢, que ndo é uma varidvel fisica do sistema. Mais ainda, pode parecer estranho que
a funcao de custo futuro dependa de uma variavel auxiliar, quando sabemos que, de fato, o custo
futuro em um dado instante ¢ (mais precisamente, o risco futuro devido ao CVAR), sé depende do
estado corrente Iy.

Com (aproximagoes para) as fungdes Q(x,q), é possivel simular os valores de um tnico cenério
independentemente dos outros, ja que tanto a decisdo de controle y; como a estimativa do VAR,
qi, sao feitas em funcdo do cendrio atual e da funcdo de custo futuro estendida Q(z,q). Como o
problema com as varidveis auxiliares ¢; s6 possui esperancas, é razoavel esperar que um método de
Monte Carlo possa ser utilizado para estimar o valor do problema.
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7.3 Método de Monte Carlo com variavel de estado suplementar

O método de Monte Carlo para estimar uma esperanca E|[f(w)] é simples: basta gerar uma amostra
w; da varidvel aleatéria w e calcular a média de f(w;). No caso de otimizagdo multi-estdgio, a
variavel aleatéria é um cendrio completo, ou seja, uma realizacao (§2,&s,...,&r) das incertezas a
cada estégicﬂ Ora, por mais que o problema possua apenas esperancas, a funcdo que queremos
estimar nao estd sob a forma E[f(w)], mas sim com uma sequéncia intercalada de esperangas e
partes positivas.

Para entender este fenémeno, vamos retomar a equacao , imaginando que o horizonte é
de 3 estdgios. Se ja temos uma politica definida (por func¢oes Q¢(zi—1,qi—1)), podemos ignorar o
problema de minimizagao (tanto em xy, y;, como em ¢;), ja que o valor da fungao objetiwﬂ seguindo
esta politica sera dado por

1 1
CTyl +q + —Eo [(CTM +q2+ —E3 [(CT% - Q2)+] - (h) ] ) (7.3)
(0] (0] +

onde os valores das variaveis y; e ¢; foram determinados pela politica. Calculando a operacio ao
longo da k-ésima trajetéria, e obtendo os custos e quantis em cada estagio, temos apenas acesso a
expressoes sem valor esperado, da forma

2 k 1 k g 1 k k

Se tomarmos a média de tais valores para K trajetérias, como farifamos em um método de Monte
Carlo, obteriamos uma estimativa para

4+ g+ lEz [Eg [(CTQQ +qo + 1 (CTZUS _ q2> _ q1> H , (7.5)
Q Q@ + 4
onde o valor esperado com relacdo a incerteza do terceiro estagio estd fora da parte positiva, se
comparado com a expressio (7.3). Note que y; e ¢1 sdo determinados no primeiro estégio, e por
isso sao independentes da incertezas do problema.
Como a funcgéo parte positiva é convexa, temos, pela desigualdade de Jensen:

E3[f(2)] = f (Es[z]) (7.6)

e portanto

Eo[Es [£(2)] ]| > Ea|f (Bsl2)) |, (7.7)

o que quer dizer que a expressao é sempre maior do que a expressao , devido a diferenca
entre o momento do calculo da esperanca e da parte positiva.

Em um método de Monte Carlo, temos acesso aos valores de para um conjunto de K
cendrios. A média deles é um estimador nao-viesado para a expressao dada pela equacao .
Ora, este é exatamente o lado esquerdo da equagao , onde a funcdo f é a parte positiva mais
externa. Portanto, média obtida por Monte Carlo estd acima da expressao correspondente ao lado
direito da equagao , que, no caso, € a expressao . Assim, o estimador de Monte Carlo
construido a partir da incluséo da varidvel de estado suplementar ¢ esta de fato superestimando o
CVAR aninhado da politica induzida pelas fungoes Q¢(z¢—1,q:—1), que seria obtido se calculdssemos

50 primeiro estégio é considerado deterministico
5« Risk-adjusted cost”

7.3 Método de Monte Carlo com varidvel de estado suplementar Versao 1.1



Cotas Superiores — Relatério final 42 / |ﬁ|

Valores de u{X) para 100 cenérios
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R$
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105 .

0 20 40 60 80 100 120
Estégio

Figura 7.1: Estimativa da cota superior em 120 estagios.

exatamente a expressao . Teoricamente, isto ndo é um problema, ja que desejamos de fato cotas
superiores para o problema de otimizacao e a politica induzida, e o viés esta no sentido correto.
Entretanto, isso gera um problema significativo em problemas com um grande nimero de es-
tdgios. Se, em vez de 3 estdgios, tivermos 120 estdgios, ao realizar a média de uma trajetéria, o
erro de Jensen ocorrerd recursivamente ao longo do tempo. Este erro sera, a cada etapa da média,
multiplicado por um fator é, o que leva a uma propagacdo exponencial do erro, como visto na
Figura inspirada da andlise de [DS16]. Para compreender o fenémeno representado na figura,
note que o calculo da expressao para um cendrio é feito de forma recursiva, onde a cada estigio
incluimos o custo imediato e subtraimos o valor de ¢; do estdgio anterior, multiplicamos a parte

positiva por é e somamos novamente o valor de ¢, o que d4 uma recorréncia da forma:

k k 1 k 2
upr = ap?y + — (eho) —drly)

) g ] (T o+ uff <k>>+,

k
ué q1 Co Yo 3 — 4

) Ty ®)

(k T
(G C1Y; +uy

Assim, os valores de uik) vao crescendo do tultimo até o primeiro estagio, e sdo eles que estao
representados na Figura

Observe que a escala do grafico é logaritmica, que mostra o crescimento exponencial dos valores
de ugk) conforme nos aproximamos do primeiro estagio. Como mencionamos, este crescimento pode
ser atribuido ao fator multiplicativo % (neste exemplo em que o = 0.2, o fator é 5), que amplifica
o erro de Jensen a cada estagio.

Note que o valor de qgk) ¢é estimado para cada estado inicial :cgk), ao mesmo tempo que a politica
de controle, e portanto também depende do cenario. Entretanto, como este estd sempre abaixo da
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Figura 7.2: Estimativa de qgk) em 120 estagios.

cota inferior (porque o custo imediato de cada estdgio serd pelo menos ¢;!), ele cresce de forma no
méaximo linear a cada estdgio, como vemos na Figura [7.2]

8 Importance Sampling

A ideia fundamental de Importance Sampling é de alterar as probabilidades dos cenarios, de forma
a aumentar as chances de obter cendrios que ativardao o CVAR. Isto permite reduzir a varidncia do
estimador da média feito por simulacées de Monte Carlo.

O CVAR (e, na verdade, qualquer medida de risco), induz uma distor¢ao nas probabilidades
dos cenarios. Retomando a férmula da equacgao , esta distorcao é capturada pelas “novas”
probabilidades (;p;, que entram tanto como peso na soma, como continuam somando 1. Assim,
uma ideia natural para o Importance Sampling é de usar estas probabilidades distorcidas para
amostrar os cendrios. Se pudéssemos fazé-lo, teriamos uma férmula para o CVAR da forma E[(Z],
que nao inclui uma fungéo de parte positiva como na se¢do anterior. Isto evita o problema da
composicao de erros pela aplicacao sucessiva de desigualdades de Jensen para a parte positiva.

Entretanto, estas probabilidades sdo desconhecidas, em geral, pois a probabilidade de um cenéario
especifico depende de todos os cendrios da arvore, o que impede o seu calculo para problemas de
horizonte longo como considerado neste projeto. Assim, uma possibilidade seria estimar estas
probabilidades, e usé-las para o Importance Sampling. Antes de discutir como isto pode ser feito,
vamos recapitular o método de Monte Carlo para estimar o custo esperado de uma politica, no caso
neutro ao risco.

8.1 Estimativas de Monte Carlo

Dado um problema de otimizacao estocéstica multi-estdgio, neutro ao risco, suponha que possuimos
uma politica 7, dada por func¢bes m; : X x 2 = Y x X. Cada uma destas fungoes m; determina,

8 Importance Sampling Versao 1.1



Cotas Superiores — Relatério final 44 / |ﬁ|

para o estagio t, a acdo y; e o estado final correspondente x;, para um estado inicial z;_1 e uma
realizagdo da incerteza &. Uma forma de construir uma politica, bastante comum no setor elétrico,
é partir de um conjunto de (aproximacdes das) funcdes de custo futuro {V;}. A partir das {V;}, a
politica é dada pela solucdo de problemas de otimizagao (forward), onde substituimos a fungao de
custo futuro “ideal” pela estimativa Vi

m(z1-1,&) = argmin ¢y + Vi(zy), (8.1)

T,y vidveis

onde a incerteza & pode modificar o conjunto vidvel e/ou o vetor de custos ¢.

O método tradicional de estimativa de Monte Carlo para o valor esperado do custo da politica
7w é simplesmente simular um grande nimero de cenarios, e calcular a média dos custos obtidos.
Vamos utilizar um problema de trés estdgios para ilustrar o método de Monte Carlo, como pode ser
visto na Figura Suponha que escolhemos 4 cenérios dos 12 possiveis na arvore de cendrios, que
estao destacados em azul e correspondem aos cendrios 3, 7, 8 e 10. Para cada um destes cenarios,

1

Y

'

o0

10
11
12

Y

OENORONO
000 GO0 GO0 GO

Figura 8.1: Exemplo de simulacdo de Monte Carlo para um problema de trés estdgios, explorando
4 cenarios da arvore.

podemos calcular o custo de implementar a politica 7.

Em um problema com um maior niimero de estdgios, o nimero total de cenarios cresce expo-
nencialmente, donde a simulacdo de Monte Carlo ira visitar apenas uma parte muito reduzida dos
cendarios possiveis. Ainda assim, a média dos custos obtidos através da simulacdo de Monte Carlo
é uma estimativa nao-viesada do custo esperado da politica 7.

Mais formalmente, este método pode ser descrito pelo Algoritmo que calcula tanto uma
estimativa da média como da varidncia dos custos de cada cendrio, e com isto pode ser utilizado
para construir intervalos de confianca do custo esperado da politica 7.

8.1 Estimativas de Monte Carlo Versao 1.1
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Algoritmo 10 Estimativa de Monte Carlo para o valor esperado da funcao objetivo

Require: Politica {m} parat=1,...,T
Require: Numero de cenarios N
1: Inicialize C' = ||
2: fori=1,...,N do
3: Simule uma realizacdo &1, ...,&r das incertezas a cada estagio, definindo um cenério
4 fort=1,...,7T do
5 Calcule as decisoes e o estado final do estagio t pela politica, y;, v¢ = m(zi—1, &)
6 Calcule o custo imediato cﬁ” =c/y
7 end for ‘
8 Calcule ¢ =T | c,gz)
9 Adicione ¢ 3 lista C
10: end for
11: Calcule a média dos custos obtidos, V = % SN e®
12: Calcule o desvio-padrao & dos custos obtidos
13: return ‘7,6

8.2 Importance Sampling na PDDE dual

Um primeiro artigo que trata do uso de Importance Sampling em problemas de otimizacdo multi-
estdgio é o da PDDE dual para problemas risco-avessos [FL23a]. Nele, as probabilidades (;p;
aparecem naturalmente na recorréncia de programacgao dindmica como as varidveis de estado au-
xiliares 7;, necessarias para a incorporacao da aversao ao risco no problema dual. Se o problema
dual estiver completamente resolvido, o valor das varidveis ; serd exatamente a probabilidade do
noé correspondente na arvore de cenarios. Na pratica, com as aproximagoes feitas pelo algoritmo,
as varidveis ; sao uma estimativa destas probabilidades.

Como o problema dual, a cada estidgio, permite estimar as probabilidades dos seus descen-
dentes imediatos, o procedimento abaixo mostra como é possivel usar estas probabilidades para o
Importance Sampling:

1. Resolve-se o problema dual para o estdgio ¢, obtendo as probabilidades v; dos cendrios (e
estados futuros m;);

2. Sorteia-se o cendrio futuro i* de acordo com as probabilidades ~;;
3. O estado inicial do préximo estégio é o estado final m;+ do cendrio sorteado.
4. Repete-se o processo até o tultimo estégio.

Uma diferenca interessante desta abordagem para a construcio de cenarios classica da PDDE é
que a escolha do cendrio futuro depende da solugao do cenario atual. Isto ndo é um problema em si,
mas diversas implementagoes do algoritmo de PDDE realizam o sorteio da trajetéria completa antes
de resolver os problemas de otimizagao de cada estagio. No artigo [FML24], os autores mostram que
esta abordagem acelera a convergéncia do algoritmo, por visitar mais frequentemente os cenarios
que ativam o CVAR, e que com isto contribuem para a construgao da fungéo de custo futuro.

Vale notar que o uso das probabilidades ~; para o Importance Sampling é uma abordagem
apenas para buscar acelerar a convergéncia do algoritmo. O fato que a PDDE dual calcula uma cota
superior para o problema de otimizacdo estocdstica multi-estdgio com CVAR vem exclusivamente
da sua formulacao, e é independente da forma como sao feitas as trajetérias forward do algoritmo.
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8.3 Importance Sampling na PDDE primal

O uso de Importance Sampling na PDDE primal vem de uma outra reformulagdo, pois a solugdo
do problema primal ndo fornece diretamente as probabilidades dos cendrios. Assim, em [GLCP23],
os autores propoem o uso da formulagdo multicut da PDDE para obter uma estimativa destas
probabilidades. A ideia é que, ao utilizar a formulacdo multicut, a solucdo do problema de cada
estagio ira estimar o custo futuro para cada uma das aberturas possiveis do estagio seguinte, através
de fungoes V;11(z;) correspondentes a cada abertura i.

Matematicamente, a formulagdo da recorréncia de programacao dindmica para a PDDE primal
com multicut para um problema com CVAR é

Vij(zi—1) =ming, 'y +aq -+
s.a. qtt+u; =z
u; >0 (8.2)
2i 2 Vig1i(xt)
Ay + Byzy—1 + Wiy = dy

Aqui, reconhecemos inicialmente a formulacdo de Rockafeller-Uryasev para o CVAR, com a in-
troducao de varidveis auxiliares ¢; e u; para a parte positiva, como descrito na equacao Em
seguida, observamos a substitui¢do da fungao de custo futuro Viyi(z;) por fungoes Vi1 i(xt), que
correspondem a cada abertura ¢ do estagio seguinte, que serdo em seguida representadas por cortes,
diferentes (especializados) para cada abertura.

Assim, mesmo sem resolver explicitamente os cendrios futuros de cada abertura, a formulacio
multicut possui uma estimativa dos custos de cada um deles. Mais ainda, no caso especifico do
CVAR, a formulacao ainda d&, para cada abertura, uma varidvel indicadora se o cenario ird ou nao
contribuir para o CVAR: se u; > 0, o cendrio ¢ tem um custo acima do VAR. Portanto:

u; = 0 = probabilidade zero para o CVAR
u; > 0 = probabilidade positiva para o CVAR.

A menos do cendrio que esta exatamente no valor do VAR, a probabilidade dos cenarios que ativam
o CVAR ¢ estimada em 2, que é maior do que a probabilidade original, pois a@ < 1 (e, em geral,
a ¢é relativamente pequeno). Isto corresponde a transferéncia de probabilidade entre os cenarios
“baratos” e os mais caros.

Vejamos novamente o exemplo da se¢ao [4] no contexto do Importance Sampling. Imagine que a
medida de risco utilizada é o CVAR com a = 0.5, para o primeiro estagio do problema da Figura 8.1
Ha 4 realizagdes possiveis para a incerteza de segundo estagio, correspondentes aos cenarios A, B,
C e D, que supomos equiprovaveis. Suponha que o custo futuro (aproximado pelos cortes) para
cada um destes cenarios seja Va(z1,) = 1, 2, 3 e 4, respectivamente. Ora, os dois cendrios mais
caros serdo C e D, e portanto o Importance Sampling ird atribuir 50% de probabilidade para cada
um destes cendrios, e 0 para os demais. Assim, realizando simula¢des de Monte Carlo, iremos
apenas considerar os cenarios descendentes de C' e D. Isso resultaria numa exploragdo de cenarios
como vemos na Figura (8.2

Naturalmente, é mais tipico utilizar uma medida de risco que combina o CVAR com a média.
Neste caso, apenas a parte correspondente ao CVAR serd distribuida. Voltando ao exemplo em
questao, se considerarmos um peso de 60% para a média e 40% para o CVAR, a probabilidade
ajustada de cada cendrio para o Importance Sampling serd, respectivamente, 15%, 15%, 35% e
35%. Note que, se houver uma componente de média, todos os cenarios terdo uma probabilidade
de serem selecionados, ela serd apenas aumentada ou diminuida conforme o custo futuro estimado.
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Figura 8.2: Método de Monte Carlo com Importance Sampling, explorando 4 cendrios.
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Figura 8.3: Reponderagdo de cenarios com diferentes medidas de risco
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Esses exemplos de transferéncia de probabilidade podem ser vistos nas figuras e

Assim, a PDDE primal com multicut ja possui elementos que permitem estimar as probabili-
dades dos cenarios que ativam o CVAR, e estas podem ser usadas para o Importance Sampling.
Em certo sentido, ao utilizar as fungoes de custo futuro multicut, o algoritmo de PDDE se permite
“olhar um passo a frente” e com isto produzir uma estimativa das probabilidades dos cenarios que
ativam o CVAR. Ao sortear os cenéarios futuros de acordo com as probabilidades alteradas ao inspe-
cionar as varidveis u;, o algoritmo de PDDE primal também constréi uma etapa forward de forma
incremental, estagio por estagio, que eles denominam “amostra de cenario ajustada pelo risco”.

Com isto, a ideia de [GLCP23] é de usar o Importance Sampling para que os custos i, ¢] y;
de uma trajetéria sejam calculados com uma probabilidade ajustada, que d4 mais peso aos cenarios
que ativam o CVAR aninhado correspondente ao problema multi-estdgio. Assim, este método nao
ird empregar as varidveis auxiliares ¢; para o cilculo do CVAR, nem tomar partes positivas como
nos métodos da secdo anterior, mas apenas calcular o custo acumulado em cada um dos cendrios
amostrados por Monte Carlo. Desta forma, o método proposto ird calcular um estimador de Monte
Carlo para Eq [Zthl ctT y], onde @ é a distribuigdo de probabilidade ajustada pelas estimativas
dadas pelo multicut.

O algoritmo proposto em [GLCP23|, e adaptado a notacgao deste relatdrio, estd descrito no
Algoritmo

Algoritmo 11 Simulagdo com Importance Sampling para PDDE primal com multicut

Require: Politica {m} parat=1,...,T
Require: Numero de cenarios N
: Inicialize C = |]
2: fori=1,...,N do
Sorteie o cenario do primeiro estagio, £&; de acordo com as probabilidades ajustadas pelos
diferentes lower bounds correspondentes.

—_

o

4: fort=1,...,7 do

5: Calcule as decisoes e o estado final do estagio t pela politica, y;, vy = m(zi—1, &)

6: Calcule o custo imediato cﬁ") =cly

7 Sorteie a realizacdo &11 da incerteza no estagio seguinte de acordo com as probabilidades
ajustadas pelos custos das diferentes aberturas do multicut

8: end for ‘

9: Calcule ¢ = 2T, c,ﬁ”

10: Adicione ¢ & lista C

11: end for

12: Calcule a média dos custos obtidos, V = + SN @
13: Calcule o desvio-padrao 6 dos custos obtidos
14: return V, &

Esta abordagem tem duas vantagens claras: a primeira é que ela ndo requer a formulacido da
PDDE dual, que é mais custosa computacionalmente, e também implica em uma implementacao
totalmente diferente da atual, que é baseada na PDDE primal. A segunda é que ela praticamente
nao requer a resolucdo de problemas de otimizacdo adicionais, pois a formulacdo multicut ja da
uma estimativa dos custos futuros para cada abertura, e permite realizar o Importance Sampling a
cada estagio. A terceira é que ela é muito similar & abordagem cléassica do método de Monte Carlo
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para estimar o custo médio de uma politica em problemas de otimizacdo multi-estagio, e portanto
requer poucas modificagdes na implementacao atual.

Entretanto, como inclusive é possivel observar nos resultados experimentais de [GLCP23|, a
qualidade do estimador depende fortemente da qualidade das estimativas dadas pelo multicut. Em
particular, o valor real do CVAR aninhado da politica é dado por

T
sup Ep [Z o yt] ,
PeQ t=1

onde Q é o conjunto de todas as distribui¢oes de probabilidade sobre a arvore de cenarios que
satisfazem, a cada né, a condicdo de calcular um CVAR das suas aberturas. Portanto, o estimador
de Monte Carlo assim construido tem um viés para baizo, pois a probabilidade utilizada é apenas
uma das possiveis distribui¢oes que satisfazem a condigdo de CVAR. Este viés é um defeito quando
o uso do estimador é para calcular um upper bound para o CVAR da politica, que possa ser utilizado
como um limitante superior para o CVAR real.
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Parte 111
Implementacao e Resultados

9 Ambiente computacional e infraestrutura de pacotes

Para a realizagao das simulacbes computacionais, contamos com uma infra-estrutura de pacotes em
Julia especificos para otimizagao estocastica multi-estagio e aplicacoes auxiliares em Python:

e SDDP. jl, que implementa uma generalizagdo do algoritmo de programacgao dindmica dual
estocastica, primal [DK17], https://github.com/odow/SDDP. j1/;

e DualSDDP. jl, que implementa todos os algoritmos de programacao dindmica dual estocastica:
primal, dual, problem-child [FL23al, https://github.com/bfpc/DualSDDP.j1/;

e SDDPLab. j1, que implementa uma interface para o pacote SDDP. j1 para representar problema
de planejamento da operacao de sistemas hidrotérmicos, contemplando a leitura de arquivos
de dados e o armazenamento de resultados, https://github.com/rjmalves/sddp-1lab;

e Lab2MSLBO. j1, que converte uma representacdo do SDDP. jl para o formato necessario para
o pacote DualSDDP. j1, https://github.com/lkhenayfis/lab2mslbo;

o SDDP-Lab-Manager, que gerencia a execucao de simulagoes em paralelo, https://github.
com/rjmalves/sddp-lab-manager.

O primeiro pacote esté disponivel diretamente para instalacdo em Julia, e registrado no repositério
oficial de pacotes. O segundo pacote foi desenvolvido por Bernardo Costa, um dos autores deste
relatério, em conjunto com Vincent Leclere, e estd disponivel em cédigo aberto para instalagao a
partir do repositorio. Os trés ultimos pacotes estdo disponiveis em repositérios publicos, porém
nao se encontram registrados no repositério oficial de pacotes. Estes sdo desenvolvidos pela equipe
do ONS.

O ambiente para realizagdao das execugbes foi virtualizado em servidores internos do ONS. Foi
utilizada uma instancia c67 com processador Intel Xeon Gold 6248R de 3.00GHz e 16 nticleos com
128GB de RAM. A execucao dos casos foi limitada a 4 simultdneas, cada uma monoprocessada,
mantendo o patamar de uso da infraestrutura longe de sua capacidade maxima. O solver utilizado
foi o CPLEX v22.1.1 [IBM22].

9.1 Contribuigdes para pacotes publicos

O pacote SDDP. j1 é amplamente utilizado pela comunidade de otimizagao estocastica, e ja é bas-
tante maduro, com boa parte das funcionalidades estavel desde 2019. Entretanto, ao realizar
testes de comparagdo com os algoritmos implementados no pacote DualSDDP. jl, identificamos
que o pacote SDDP.jl calcula de forma diferente a cota inferior no caso em que o problema de
otimizagdo possui incerteza no primeiro estdgio, pois nao considerava uma medida de risco dos
custos do primeiro estagio. Mesmo que esta diferenca ndo levasse a um calculo diferente das
fungoes de custo futuro, as cotas inferiores obtidas ndo eram compativeis com os problemas em
que haveria incerteza no primeiro estagio e uma medida de risco diferente da média. Isto le-
vou a criacao de um pedido de aprimoramento no pacote SDDP. jl, cuja discussao pode ser vista
em https://github.com/odow/SDDP. j1/issues/803, que foi aceito e implementado, conforme
https://github.com/odow/SDDP. j1/pull/804.
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9.2 Desenvolvimento de pacotes piiblicos

O pacote DualSDDP. j1, disponivel em codigo aberto para instalacdo a partir do seu repositério
no GitHub, e desenvolvido por um dos autores deste relatério, teve diversas melhorias devido as
necessidades do projeto. Dentre as mais relevantes, podemos mencionar:

o Construtores adicionais para a representaciao de problemas de otimizacdo estocastica multi-
estagio, para facilitar a criacdo de problemas tipicos do planejamento da operacio de sistemas
hidrotérmicos, https://github.com/bfpc/DualSDDP. j1/commit/23e799e;

o Adicdo da possibilidade de utilizar fases backward nos algoritmos primais e duais, para
melhorar a convergéncia dos algoritmos, especialmente em problemas com muitos estagios,
https://github.com/bfpc/DualSDDP. j1/commit/9d68097;

o Adigao de uma fungdo para exportar a politica obtida (cortes para todos os algoritmos,
vértices no caso dos algoritmos de aproximagao interior) em um formato muito similar ao
do pacote SDDP. j1, para facilitar a comparacdo entre os algoritmos, https://github.com/
bfpc/DualSDDP. j1/commit/8682bdf;

o Generalizagao do célculo das cotas no caso do algoritmo de programagao dindmica dual es-
tocastica problem-child para levar em conta as medidas de risco do primeiro estigio, https:
//github.com/bfpc/DualSDDP. j1/commit/203cc79;

e Melhoria geral da documentacao do cédigo e de utilizacdo do pacote.

10 Resultados

10.1 Descricao dos casos de estudo

Para este relatério, realizamos diferentes simulacées computacionais para avaliar o desempenho dos
algoritmos de programacdo dindmica dual estocéastica primal, PDDE dual e problem-child em pro-
blemas de otimizacio estocdstica multi-estagio referentes ao planejamento da operacio de sistemas
hidrotérmicos. Incluimos duas séries de casos:

1. Um sistema simples para fins ilustrativos e de validacao dos algoritmos, referido como 1d__toy:
um reservatério equivalente de energia, duas usinas térmicas, e vazao stagewise independent
estagio a estdgio, com 10 aberturas simuladas a partir de uma tnica distribuicao;

2. Um sistema referido como 1d_ sin: também com um reservatorio de energia, porém com
dados em escala comparavel com o sistema elétrico brasileiro, um total de 144 usinas térmicas
e vazao novamente stagewise independent, porém simuladas das distribui¢bes sazonais, com
10 aberturas para cada estagio;

3. Um sistema mais complexo, inspirado da operacao do sistema elétrico brasileiro, referido como
4ree: 4 reservatérios equivalentes de energia, 126 usinas térmicas, 4 submercados interconec-
tados por uma rede de transmissao e vazao stagewise independent simulada de distribuicoes
sazonais;

4. Um sistema referido como 1d__sin__ar: com configuragdo idéntica ao 1d__sin, exceto pelo
modelo de geragao de cendrios de afluéncia, que passa a ser um autorregressivo periodico PAR
de ordem 2, considerando a afluéncia como varidavel de estado, e 10 aberturas por estigio
correspondentes & inovacgao do processo PAR.
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Em todas as séries, calculamos a politica neutra ao risco, além de uma ou mais politicas com
diferentes niveis de aversao ao risco.

10.2 Algoritmos utilizados

Como indicado, temos diferentes algoritmos para resolver o problema de otimizacdo estocéastica
multi-estédgio correspondente ao planejamento da operacdo. Estes algoritmos estdo implementados
em dois pacotes diferentes, SDDP. j1 e DualSDDP. j1. O primeiro é mais antigo e mais maduro, com
diferentes extensdes para a formulagdo de problemas de otimizacdo estocéstica, e uma interface
simples através da biblioteca JuMP. jl, mas implementa apenas o algoritmo de PDDE primal.
O segundo utiliza uma formulacio restrita a problemas de horizonte finito, com uma interface
matricial para a formulacdo dos problemas de cada estdgio, e implementa todos os algoritmos
de PDDE: primal, aproximacao interior, problem-child e dual. Indicamos a seguir as principais
caracteristicas de cada algoritmo, assim como uma abreviacio para facilitar a referéncia futura:

o Primal via SDDP.jl: algoritmo classico de PDDE [PP91], implementado na biblioteca
SDDP. j1; constréi aproximagoes inferiores das fungoes de custo futuro a partir de cortes, e
retorna uma cota inferior para o problema.

e Programacgao dindmica via SDDP.jl: algoritmo de programacao dindmica para aproxi-
magoes interiores seguindo o método descrito em [PAMF13], utilizando as trajetérias primais
calculadas pelo algoritmo Primal via SDDP.jl; implementado em uma fungdo inner-dp. j1
desenvolvida para este projeto, e compativel com a interface single-cut do pacote SDDP. j1.

e Problem-child via DualSDDP.jl: algoritmo de programacgdo dindmica deterministico,
similar ao descrito em [BDZ17], porém implementado em uma versao single-cut para ser mais
préximo aos outros algoritmos; constréi aproximacoes inferiores e superiores das fungoes de
custo futuro, a partir de cortes e vértices, respectivamente, e com isto produz cotas inferiores
e superiores para o problema.

o Dual via DualSDDP.jl: algoritmo de PDDE dual com aversao ao risco, descrito em [FL23al,
implementado na biblioteca DualSDDP. j1; constrdi aproximagoes superiores das funcdes de
custo futuro a partir de cortes para a conjugada de Fenchel, e retorna uma cota superior para
o problema.

Observe que a implementacao single-cut do algoritmo Problem-Child, mesmo que nao seja
o algoritmo originalmente proposto, também produz fungdes de custo futuro do mesmo tipo que
todos os outros algoritmos, e dai estas também serdo mais faceis de comparar.

10.3 Simulacoes realizadas

Cada caso de estudo foi submetido aos algoritmos descritos anteriormente para que fossem calcula-
das as suas cotas inferiores e cotas superiores, produzindo as politicas operativas correspondentes.
A politica de cada algoritmo foi submetida a uma simulagdo com 2 000 cenérios out-of-sample para
fins de comparagao, monitorando uma série de varidveis de interesse: afluéncia, geracao hidroe-
létrica, armazenamento, geracao termoelétrica, déficit e distdncia da cobertura de vértices, sendo
esta ultima exclusiva das politicas interiores.

Retomando a discussao na secio [5.2 uma politica interior definida apenas com base num con-
junto de vértices é indefinida fora da envoltéria convexa destes vértices. A solucdo para este
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problema foi a introducao de uma relaxacdo da representacao original que penaliza o acesso a apro-
ximacao interior fora da envoltéria convexa de um fator «, a constante de Lipschitz. A distancia de
cobertura de vértices ilustra esta penalizagao; de fato, corresponde ao termo Y ;- |¢;| na Equacao
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10.4 Modelo 1d toy

Este é um modelo simples, cujo objetivo é ilustrar o funcionamento dos algoritmos de programacao
dindmica dual estocastica primal, dual e problem-child em um problema de otimizacdo estocastica
multi-estdgio referente ao planejamento da operacao de sistemas hidrotérmicos.

Comegamos apresentando nas figuras [10.1} [10.2] e [10.3] a evolu¢do das cotas superior e inferior
ao longo das iteragoes, para observar a convergéncia dos algoritmos. Os casos correspondem,
respectivamente, a horizontes de 1, 3 e 10 anos de planejamento, e a aversao ao risco é dada por
um peso de 50% para o CVAR no quantil 50% (denotado por CVAR5), sendo complementado
com 50% de peso para a média. Em todos eles, podemos observar que as cotas superior e inferior
convergem para um valor comum, indicando que o algoritmo convergiu para a solugdo étima, o
que é esperado visto que se trata de um problema simples. Note que a escala do eixo horizontal é
logaritmica, para facilitar a visualizacdo da convergéncia ao longo das primeiras iteragoes, e que os
valores das 10 primeiras foram desconsiderados para nao distorcer o eixo vertical.

Ainda assim, podemos ji observar uma diferenca entre o método de cota superior via programa-
¢ao dindmica com uma etapa backward final (indicado como DP UB, para dynamic programming
upper bound) nas legendas e os demais métodos para o célculo de cotas superiores, seja o algoritmo
via PDDE dual (indicado por Dual UB) ou problem-child (indicado por PC UB). De fato, por
realizar uma tUnica etapa backward, com a construcao de todos os vértices de uma tnica vez, este
método se mostrou o mais rdpido do ponto de vista da convergéncia em nimero de iteragoes, pois
ele utiliza a informagdo de todos os estados de forma conjunta. Por outro lado, os outros dois
métodos de cota superior realizam uma etapa backward para cada estado amostrado, o que pode
levar a uma convergéncia mais lenta, mas que é compensada pela garantia de convergéncia para a
solugao otima.

Vemos, também, que os trés métodos correspondem também a algoritmos que calculam cotas
inferiores. Tanto o algoritmo de programacao dindmica com uma Unica etapa backward e a PDDE
dual constréem as cotas inferiores via o algoritmo de PDDE usual, e sdo, muitas vezes, bastante
similares. O algoritmo problem-child tem a construcao da etapa forward diferente, e por isso poderia
apresentar maiores diferencas quanto a convergéncia, mas que ndo vemos nestes graficos.

Para efeito de comparacao, também incluimos os resultados de convergéncia para o caso neutro
ao risco com 10 anos de horizonte de planejamento. Podemos observar que a convergéncia das cotas
inferiores é mais lenta do que a convergéncia da cota superior via programacao dindmica, mas que
os métodos de cota superior via PDDE dual e problem-child convergem de forma ainda mais lenta.

Apresentamos nas figuras e os resultados da simulacao das politicas correspondentes.

Podemos observar que as politicas obtidas sdo bastante similares, com a politica de 3 anos
de horizonte de tempo sendo mais suave, o que é esperado devido ao maior horizonte de tempo.
Também notamos pela observacao da distancia da cobertura de vértices que nenhum dos métodos
de aproximacao interior foi penalizado por explorar um estado de armazenamento fora da envoltéria
convexa dos estados para os quais foram construidos os vértices das politicas correspondentes. Isto
é esperado, ja que a baixa dimensao do problema torna bastante facil uma exploracao suficiente do
espaco de estados.
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Figura 10.1: Evolucado das cotas superior e inferior ao longo das iteragoes, no caso avesso ao risco,

para 1 ano de horizonte de tempo.
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Figura 10.2: Evolucao das cotas superior e inferior ao longo das iteragdes, no caso avesso ao risco,

para 3 anos de horizonte de tempo.
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Figura 10.3: Evolucado das cotas superior e inferior ao longo das iteragoes, no caso avesso ao risco,

para 10 anos de horizonte de tempo.
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Figura 10.4: Evolucdo das cotas superior e inferior ao longo das iteragdes, no caso neutro ao risco,

para 10 anos de horizonte de tempo.
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Figura 10.5: Simulagdo das politicas exterior (cortes) e interior (vértices) no caso risco avesso
(CVARs50 com peso 50%) para 1 ano de horizonte de tempo.
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Figura 10.6: Simulacao das politicas exterior (cortes) e interior (vértices) no caso risco avesso
(CVARs50 com peso 50%) para 3 anos de horizonte de tempo.
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10.5 Modelo de 1 REE

Este modelo ja é um pouco mais realista, pois, apesar de possuir apenas uma varidvel de estado,
tem mais variaveis de decis@o para a geragdo térmica, o que resulta em fungées de custo futuro
mais detalhadas.

Apresentamos nas figuras[10.7] [10.§] e [10.9] a evolucdo das cotas superior e inferior ao longo das
iteracoes, para observar a convergéncia dos algoritmos. Os casos correspondem, respectivamente,
a horizontes de 1, 3 e 10 anos de planejamento, e a aversao ao risco é dada por um peso de 50%
para o CVAR no quantil 50% (denotado por CVARsg), sendo complementado com 50% de peso
para a média. Novamente, observamos que as cotas superiores e inferiores convergem para um
valor comum, indicando que todos os algoritmos convergem para a solucao 6tima. Como na secao
anterior, utilizamos uma escala logaritmica para o eixo horizontal, e desconsideramos os valores das
10 primeiras iteracoes.

Aqui, no problema mais simples, notamos que os métodos parecem estar mais proximos do que
estavam no caso 1d__toy, mas conforme o horizonte de planejamento aumenta, o método de cota
superior via programagcao dindmica com uma etapa backward final (indicado como DP UB, para
dynamic programming upper bound) se torna progressivamente melhor com relagao aos outros dois,
pela mesma razao.

Apresentamos nas figuras [10.10], [10.11] e [10.12] os resultados da simulacdo das politicas corres-
pondentes a um planejamento de 10 anos, para o caso com aversao ao risco, um caso com CVAR
50% com peso de 50%, e um caso com bastante aversao ao risco, onde consideramos um peso tam-
bém de 50% mas agora para apenas os 10% cendrios mais caros. Neles, vemos que a operagao da
politica habitual, dada pelos cortes da PDDE, e indicada por SDDP QOuter, é mais suave na geracao
térmica, e também é a menos conservadora de todas, mantendo menores energias armazenadas no
reservatério. Estas diferencas ficam mais exacerbadas conforme a aversao ao risco aumenta, pois no
caso neutro ao risco, mesmo havendo uma diferenga visivel na geracdo térmica, esta é bem pequena
e nao altera de forma significativa as energias armazenadas e a geracdo hidroelétrica, que estd
numa escala da ordem de 10 vezes maior. Entretanto, ao considerar a aversdo ao risco, as politicas
calculadas através das funcgoes de custo futuro interiores, que sdo cotas superiores da funcao de
custo futuro (em vez de serem cotas inferiores, como no caso dos cortes da PDDE) se mostram
mais conservadoras, o que é esperado.
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Figura 10.7: Evolucado das cotas superior e inferior ao longo das iteragoes, no caso avesso ao risco,

para 1 ano de horizonte de tempo.
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Figura 10.8: Evolucao das cotas superior e inferior ao longo das iteragdes, no caso avesso ao risco,

para 3 anos de horizonte de tempo.
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Figura 10.9: Evolucao das cotas superior e inferior ao longo das iteragdes, no caso avesso ao risco,
para 10 anos de horizonte de tempo.
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Figura 10.10: Simulacdo das politicas exterior (cortes) e interior (vértices) no caso neutro ao risco
para 10 anos de horizonte de tempo.
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Figura 10.11: Simulagdo das politicas exterior (cortes) e interior (vértices) no caso risco avesso
(CVARs50 com peso 50%) para 10 anos de horizonte de tempo.
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Figura 10.12: Simulacdo das politicas exterior (cortes) e interior (vértices) no caso bastante risco
avesso (CVARjp com peso 50%) para 10 anos de horizonte de tempo.
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10.6 Modelo de 4 REE

Este modelo corresponde a um caso classico de planejamento da operacao, com 4 reservatérios
equivalentes de energia, cada um em um submercado, interligados por uma rede de transmissao
elétrica, além de uma grande quantidade de usinas termoelétricas.

Com o aumento do espacgo de estados, teremos uma maior dificuldade para a convergéncia dos
algoritmos, seja para as cotas inferiores como para as cotas superiores. Estes resultados podem ser
vistos nas figuras [10.13] [10.14] e [10.15] onde observamos a evolugdo das cotas superior e inferior
ao longo das iteragoes, em casos de 1, 3 e 10 anos com aversao ao risco. Inclusive, para melhor
observarmos a convergéncia, também alteramos a escala das cotas obtidas para que sejam logarit-
micas, evitando assim a distor¢cdo que ocorre devido as cotas superiores das iteracoes iniciais, que
sdo muito maiores que as cotas inferiores e do que o valor final, o que distorce a visualizagdo. Aqui,
ja podemos ver que o algoritmo problem-child apresenta um pouco mais de dificuldades para chegar
a cota superior, se comparado com o método Dual ou com o método de programacao dindmica com
uma unica etapa backward final. Também vemos que, de forma geral, o algoritmo dual converge de
forma mais lenta do que o algoritmo de programacao dindmica, mas que ao final de 1024 iteracGes
(cada uma delas realizando um tnico corte, no caso dual, ou vértice, no caso da programagao di-
nidmica), ambas estdo bastante préximas, mesmo que ao longo do processo o algoritmo dual tenha
calculado cotas superiores sistematicamente maiores.

As cotas inferiores, aparentemente, apresentam muito menos variacdo de acordo com o método
utilizado, sem uma tendéncia clara para um método (PDDE ou problem-child) ser mais ou menos
eficiente que o outro.

Enfim, as figuras [10.16] [10.17] e [10.1§] ilustram os resultados obtidos para o modelo de 4 REE,
com 10 anos de horizonte de tempo, nos casos neutro ao risco, avesso ao risco (CVAR5 com peso
50%) e muito avesso ao risco (CVAR;o com peso 50%), respectivamente.

Novamente, observamos que as politicas obtidas sdo bastante similares para cada caso, com um
comportamento esperado de compromisso entre geracao térmica e hidroelétrica de acordo com a
aversao ao risco correspondente. Uma diferenga esperada é que o custo futuro simulado das politicas
interiores, que é dado por estimativas superiores das fungoes de custo futuro, é de fato maior do que
o calculado pela politica dos cortes da PDDE (indicada novamente por SDDP Quter). A politica
de programagdo dindmica é em seguida a mais proxima neste quesito, e podemos também notar
que, conforme a aversao ao risco aumenta, estas diferencas vao diminuindo em termos relativos.

Uma maior diferenga é o aumento do déficit gerado pela politica problem-child, que se revela
muito mais conservadora, especialmente conforme a aversdo ao risco aumenta. Isto é devido ao
algoritmo problem-child ainda estar com uma funcdo de custo futuro mais superestimada com
relacdo aos outros métodos de cotas superiores, como vimos nos graficos de convergéncia, onde este
algoritmo nao obtém uma cota superior tdo boa quanto os outros nos casos com aversiao ao risco.
Portanto, obtemos uma politica ainda mais conservadora, que podemos ver nos graficos de energia
armazenada, e um consequente aumento, também, no vertimento observado.

Além disso, nos dois casos avessos ao risco, a geracdo térmica da politica dual parece ser
levemente menor do que as outras. Isto nao é, necessariamente, uma indicacdo de uma melhor
politica, ja que o critério é o risco da politica, e ndo apenas o seu custo em média. Entretanto,
como a politica dual (como todas as politicas interiores) tem o seu risco controlado pela cota
superior obtida, isto pode ser um sinal que a politica dada pelos cortes da PDDE também nao esta
Otima.
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Figura 10.13: Evolucao das cotas superior e inferior ao longo das iteragoes, no caso avesso ao risco,
para 1 ano de horizonte de tempo.
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Figura 10.14: Evolucao das cotas superior e inferior ao longo das iteragoes, no caso avesso ao risco,
para 3 anos de horizonte de tempo.
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Figura 10.15: Evolucao das cotas superior e inferior ao longo das iteragoes, no caso avesso ao risco,
para 10 anos de horizonte de tempo.
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Figura 10.16: Simulacao das politicas exterior (cortes) e interior (vértices) no caso risco neutro.
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Figura 10.17: Simulagao das politicas exterior (cortes) e interior (vértices) no caso risco avesso
(CVARj( com peso 50%).
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Figura 10.18: Simulagdo das politicas exterior (cortes) e interior (vértices) no caso muito risco

avesso (CVARjo com peso 50%).
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10.7 Modelo de 1 REE com afluéncias autorregressivas

Este modelo tem uma configuracdo igual ao modelo de 1 REE da secdo[10.5] com a tnica diferenca
que o processo de afluéncias ndo é mais stagewise independent, mas segue um processo autorre-
gressivo, periédico, com dois lags. Esta mudanca do processo aumenta o espaco de estados para a
funcéo de custo futuro, que deve agora levar em consideragao a tendéncia hidrologica de afluéncias.
Mais ainda, estas varidveis de estado sao, de certa forma, exdgenas, pois nao possuem uma variavel
de controle associada: de fato, elas servem apenas para representar a incerteza que afeta o sistema,
e que é mais complexa do que a incerteza representada pela amostragem de cenarios histéricos de
afluéncias.

Para este caso, utilizamos apenas o algoritmo de PDDE primal, para o calculo de cotas inferiores,
e a programacao dindmica interior através de uma etapa backward final para o calculo de cotas
superiores, que ja havia se mostrado bastante eficiente nos outros trés casos considerados.

A figura ilustra os resultados da simulacao das politicas correspondentes a um planeja-
mento de 10 anos, para o caso com CVAR 50% com peso de 50%. A operacao da politica habitual,
dada pelos cortes da PDDE, e indicada por SDDP QOuter, é mais adequada do que a politica cal-
culada através das aproximagdes interiores. Uma das razoes mais importantes para isto pode ser
observada na curva de distdncia da cobertura de vértices. Isto se deve ao fato de o estado de tendén-
cia hidrologica nao ser controlavel, e portanto qualquer estado que nao esteja na envoltoria convexa
gera uma penalizacdo muito grande na funcdo de custo futuro. Para reduzir tal penalizacdo, a
politica pode apenas controlar o armazenamento (se necessario, através de déficit e vertimento), o
que leva a uma politica que gera tanto mais déficit como mais vertimento.

Estes resultados indicam que tanto o calculo de cotas superiores quanto a politica interior re-
sultante necessitam de aprimoramentos para lidar com o caso de variaveis de estado suplementares,
como no caso da modelagem de afluéncias autorregressivas. De fato, apesar de a dimensao do
problema ser apenas trés, e portanto menor do que o caso de 4 dimensoes do modelo de 4 REE, o
fato de as varidveis de estado auxiliares ndo serem controlaveis gera uma dificuldade muito maior
para o modelo, que resulta em aproximagoes também menos eficientes.
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Figura 10.19: Simulacao das politicas exterior (cortes) e interior (vértices) no caso risco avesso
(CVAR50 com peso 50%) para 10 anos de horizonte de tempo com modelo autorregressivo de
afluéncias.
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Parte IV
Conclusao

11 Desenvolvimentos realizados

O foco principal dos estudos desenvolvidos durante este projeto consiste em obter cotas superiores
para problemas de otimizacao estocastica, que também permitam estabelecer um critério de parada
para o algoritmo de otimizacao utilizado para obter as fungdes de custo futuro para o planejamento
da operagao do setor elétrico. Para tanto, e levando em conta que o algoritmo atualmente utili-
zado, PDDE, fornece um limite inferior para as fungoes de custo futuro, exploramos algoritmos
para a construcao de cotas superiores para problemas de otimizacdo estocdstica multi-estagio, com
aversao ao risco. Vimos que as metodologias de programacao dindmica, baseadas na construgao de
funcdes de custo futuro, sdo capazes de calcular cotas superiores efetivas para a funcao objetivo,
sem a necessidade de intervalos de confianga. Tanto os algoritmos primais, que constroem cotas
superiores a partir de fungoes de custo futuro interiores, como os algoritmos duais, que constroem
cotas superiores a partir de fungoes de custo futuro conjugadas, também fornecem uma politica,
correspondente as novas fungdes de custo futuro construidas, cuja performance, do ponto de vista
da aversdo ao risco considerada no problema, é garantida de ser melhor do que a cota superior
obtida.

Também vimos que os métodos que utilizam amostragem de cenarios, apesar de menos custo-
sos computacionalmente, podem sofrer de divergéncia exponencial, dada a composicao do viés da
estimativa com a medida de risco. Especialmente no caso em que o problema possui um grande
numero de estagios, isso pode levar a estimativas de Monte Carlo pouco tteis para as cotas su-
periores. Por outro lado, um método recente, utilizando importance sampling para rebalancear o
peso dos cendarios, pode sofrer de um viés para baixo, o que nao é interessante para a construcao
de cotas superiores, pois estas se revelariam otimistas.

Como contribuicbes praticas, desenvolvemos um prototipo computacional flexivel que pode
ser utilizado para diferentes estudos posteriores de problemas de PDDE, com interfaces para as
bibliotecas SDDP. j1 e DualSDDP. jl. Este protétipo estd disponivel em codigo aberto, e como os
pacotes SDDP. j1 e DualSDDP.jl também sao abertos, os testes realizados neste projeto também
levaram a melhorias nos pacotes, que podem ser utilizadas por outros pesquisadores e profissionais.
Também desenvolvemos uma extensao para a biblioteca SDDP.jl que permite o célculo de cotas
superiores através da construcao de func¢oes de custo futuro por aproximacoes interiores.

12 Resultados obtidos

Vimos que os métodos de calculo de cotas superiores baseados em fungoes de custo futuro interiores
e duais sdo capazes de fornecer cotas superiores efetivas para o problema de otimizacao estocastica
considerado, com garantias de performance para a politica resultante.

Os métodos que utilizam as fungdes interiores sdo de mais simples implementagao, e geralmente
mais rapidos, por aproveitar a estrutura do problema de otimizacao estocastica e a decomposicao
dos problemas em cada estidgio. Vimos, entretanto, que a escolha dos métodos também depende
do problema, por exemplo da dimensao das varidveis de estado, da aversao ao risco considerada, e
da complexidade do processo estocéstico associado.

Também observamos que os métodos de aproximagao das fungoes de custo futuro, sejam primais
ou duais, devem realizar uma exploracao do espago de estados suficientemente abrangente para
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garantir a convergéncia do algoritmo de otimizacdo. Neste sentido, o algoritmo problem-child
garante a exploragdo, mas pode as vezes ser mais lento para a reducdo do gap entre as cotas
superiores e inferiores.

Enfim, os métodos estatisticos baseados na amostragem de cendrios, apesar de menos custosos
computacionalmente, ainda nao se mostram plenamenente satisfatorios para o seu uso. Por um lado,
os métodos baseados na construcdo de funcgoes de custo futuro com varidveis auxiliares podem
sofrer de divergéncia exponencial, dada a composicao do viés da estimativa com a medida de
risco, resultando em cotas superiores demasiado grandes, e por isto pouco tteis seja como critério
de parada, seja como avaliacdo do risco da politica considerada. Por outro lado, o método de
importance sampling para rebalancear o peso dos cendrios sofre de um viés sistematico para baixo,
0 que nao é interessante para a construcao de cotas superiores, pois estas se revelariam otimistas,
resultando em uma parada prematura do algoritmo de otimizagao.

Em suma, o método que combina o calculo das cotas inferiores pela PDDE usual, e que comple-
menta com uma cota superior baseada em programacao dinamica, é o que possui um desempenho
mais consistente ao longo dos testes realizados, com geralmente uma das mais rapidas redugoes do
gap de convergéncia. Assim, mesmo que seja necessario repetir o processo se o gap ainda estiver
acima da tolerancia desejada, esta metodologia também pode fornecer um critério de parada efe-
tivo e deterministico para o algoritmo de otimizagao, com tempo de célculo razodvel. Mais ainda,
por ser um procedimento relativamente simples, é de facil implementacao dentro do arcabougo de
programacao dindmica jé existente para o problema de otimizacao estocastica do planejamento da
operacao do setor elétrico.

13 Sugestoes de trabalhos futuros

Uma das possibilidades mais relevantes para o desenvolvimento futuro dos algoritmos e metodolo-
gias explorados neste projeto é a aplicacao de ideias de importance sampling no algoritmo problem-
child. Como visto tanto na PDDE primal como na PDDE dual, esta modificacdo da construgao de
cenarios da etapa forward é capaz de acelerar a convergéncia do algoritmo, e esta ideia pode ser
estendida para o algoritmo problem-child, que com isto poderia explorar ainda mais eficientemente
o espaco de estados.

Uma segunda direcao, também relacionada a exploracao do espago de estados, é uma melhor
construgao das cotas superiores para o caso em que se utilizam processos estocasticos mais com-
plexos, como por exemplo da familia PAR-p. De fato, estes processos mais gerais sdo capazes de
modelar com mais fidelidade as correlagbes temporais entre os cenarios, mas também aumentam
a complexidade do problema de otimizacdo estocastica, ao aumentar a dimensdo do espacgo de
estados. Como, no entanto, ndo ha uma verdadeira varidvel de decisdo associada a dindmica do
processo, a penalizacdo necessdria para o caso das aproximagoes interiores acaba se tornando uma
barreira muito mais significativa para a convergéncia dos algoritmos, o que nao foi observado em
problemas com dimensao maior de variaveis de estado, mas todas controlaveis.
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