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Sumario

Dando continuidade ao projeto de pesquisa “Metodologias de Programacdao FEstocdstica Inteira”,
estabelecido entre o ONS e a COPPETEC/Instituto de Matematica da UFRJ, contrato GMC-
CT-093/17, este projeto visa o estudo das fungdes de custo futuro resultantes da modelagem com
variaveis inteiras. De fato, a maior flexibilidade de modelagem resultante leva, também, a perda
da garantia tedrica de convexidade, que é um dos ingredientes fundamentais para o sucesso dos
algoritmos de otimizacdo estocastica multi-estdgio. Assim, estudaremos novas metodologias de
calculo da funcdo de custo futuro, tanto de forma exata como aproximada, visando a reducao do
custo computacional e incorrendo em um impacto limitado na perda de qualidade da politica de
operacao resultante. Esperamos obter uma melhor convergéncia com o algoritmo proposto sob dois
pontos de vista: primeiro, menor gap entre a solucdo e a simulacdo, se comparado com o uso de
cortes de Benders para cada cenario. Em segundo lugar, diminuicdo do tempo de processamento,
se comparado com a formulagdo via SDDiP que discretiza e binariza as varidveis de estado.

Este relatério consolida os resultados principais tanto do desenvolvimento metodolégico quanto
dos estudos de caso realizados, sendo composto por trés partes principais.

A primeira parte é dedicada as diversas contribuicbes matematicas, das quais destacamos:

o conceito de convezificacdo por médias, que sugere que, na presenca de incertezas, a funcao de
custo futuro possa ser convexa, mesmo que suas componentes, referentes a cenarios especificos,
sejam nao-convexas;

e a desigualdade E [conv(Q(z,Z))] < conv(E [Q(z,Z)]) < E[Q(x,Z)] = O(z), que explicita
a qualidade da aproximacao da funcio de custo futuro Q(z) em funcdo da ordem entre o
calculo da relaxacdo Lagrangiana, representada pelo operador conv(:), e o cdlculo da média,
representada pelo operador E [-];

e a nocao de medidas de nao-converidade, que permitem deduzir ao mesmo tempo resultados
mais precisos ou mais gerais referentes a convexificagdo, tanto de um ponto de vista quanti-
tativo quanto do ponto de vista qualitativo;

e a organizacao dos resultados tedricos desenvolvidos enfatizando sua relacdo com algoritmos
de planos cortantes, que justifica e da suporte aos algoritmos desenvolvidos.

Desta parte, emergem modificagoes do algoritmo de programacao dual dindmica estocastica, dentre
as quais o calculo de cortes de Benders reforcados e a formulacdo conjunta dos problemas de cada
estagio.

A segunda parte deste relatorio consiste na analise e comparacdo dos diferentes algoritmos
propostos utilizando tanto um problema estilizado, para o qual é possivel calcular a funcao de custo
futuro exata para cada estagio, quanto um modelo reduzido do SIN, composto por 2 subsistemas.
A politica é calculada considerando os casos tanto de funcdo objetivo neutra a risco como o caso
onde esta é avessa a risco. Desta andlise, pudemos observar que:

e a decomposicdo em cenarios independentes, no caso nao convexo, nem sempre ¢ capaz de
fornecer cortes exatos para a funcao de custo futuro, ao contrario de uma formulagéo conjunta;

e a construcio de cortes para a formulacdao conjunta dos problemas de um estdgio requer maior
tempo computacional, em particular quanto maior for a quantidade de varidveis de decisdo
descontinuas;

e este maior tempo computacional, se usado em algoritmos que abordam a formulagdo decom-
posta, é todavia insuficiente para obter uma reducao comparavel do gap de dualidade, o que
sugere uma limitacao intrinseca da abordagem por decomposicao;
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e diversos destes resultados ainda sdo validos para o caso avesso a risco.

Os diversos exemplos apresentados sugerem que esta abordagem é promissora para obter uma
melhor representacao das funcoes de custo futuro.

Para implementar as metodologias propostas e avaliar seu efeito na operacdo, continuamos
o desenvolvimento do protétipo computacional, na linguagem Julia, usando o pacote SDDP.jl1,
tornando-o mais flexivel e atualizando para a nova versao da linguagem e bibliotecas. Além disso,
desenvolvemos trés bibliotecas, a saber: MIPManip, Relink e SDDP_SB; para implementar os algo-
ritmos propostos neste trabalho. O protétipo e as bibliotecas auxiliares estdo disponibilizados em
c6digo aberto para o ONS, e sua documentacao constitui a terceira parte deste relatério.

CONTEUDO Versao 1.0
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1 Introducao

Até o surgimento do algoritmo SDDiP em 2016 [ZAS16], os tnicos problemas de otimizacao esto-
castica multi-estagio que possuiam um método eficiente de solucao eram aqueles cuja formulacao
era convexa, e para os quais se podia assegurar que as fungdes de custo futuro eram convexas. De
fato, nestes casos é possivel representar as fungoes de custo futuro através de planos cortantes e,
no caso particular, mas importante, em que a estocasticidade é independente ao longo do tempo, o
algoritmo SDDP [PP91] permite resolver problemas com muitos estagios, ji que sua complexidade
cresce apenas linearmente com o niimero de estagios de decisao.

A necessidade de representar restrigoes operacionais de forma mais detalhada no planejamento
da operacao ampliou o interesse em modelos ndo-convexos, que sdo suficientemente versateis para
incorporar tais restricbes. Entretanto, dada a necessidade de representar func¢des de custo futuro
mais gerais, estes algoritmos sdo também computacionalmente mais custosos, tanto pelo aumento
da complexidade de cada subproblema, que deixa de ser um problema linear e passa a ser inteiro-
misto, como pelo aumento do custo computacional para a obtencao dos cortes.

Este projeto se dedica ao estudo de novas metodologias de calculo da fungao de custo futuro,
tanto de forma exata como aproximada, visando a reducao do custo computacional e incorrendo em
um impacto limitado na perda de qualidade da politica de operacao resultante. Esperamos obter
uma melhor convergéncia sob dois pontos de vista: primeiro, o algoritmo proposto deveria resultar
em um menor gap entre a solugao e a simulagdo, se comparado com o uso de cortes de Benders
para cada cenario. Em segundo lugar, pela diminuicdo do tempo de processamento, se comparado
com a formulacao via SDDiP que discretiza e binariza as variaveis de estado.

Para tal, iremos explorar como a presencga de incerteza estocastica pode resultar em fungoes
de custo futuro convexas, mesmo quando os problemas de otimizagao formulados ndo o sdao. Uma
fonte particular desta “convexificagdo”, que estd no cerne de nossas investigagoes, é como a média
de diversas func¢bes nao convexas pode resultar em uma funcdo convexa, ou, pelo menos, com
nao-convexidades menos pronunciadas.

Iniciamos este relatério apresentando uma classe especifica de problemas de otimizacao estocdas-
tica, onde a incerteza afeta apenas o estado inicial, que é tipico de problemas de controle 6timo,
como no caso do planejamento da operagdo. Como veremos nos exemplos da secdo 2, este tipo
de estocasticidade resulta em uma suavizagio e convexificagdo da funcdo de custo futuro, o que
sugere novas abordagens para a aproxima-la. Em seguida, a secdo 3 ird estudar em detalhes o gap
de dualidade das funcoes de custo imediato e de custo futuro, e a partir dai deduzimos os primei-
ros resultados de suavizagao, justificando e generalizando os exemplos vistos na secdo anterior em
duas direcOes: primeiro, para uma estrutura geral de incerteza, e depois para o caso de otimizagao
estocastica com aversao a risco.

Em seguida, introduzimos na se¢ao 4 a nocao de medida de ndo converidade, que nos permite
estabelecer outros critérios, além do gap de dualidade, para avaliar o quao ndo-convexa é uma
dada funcao. Esta se¢do generaliza diversos resultados obtidos na se¢ao 3 em um arcabougo mais
abstrato, e que mostra que a presenca de incerteza reduz a nao-convexidade da funcdo de custo
futuro, para praticamente todos os critérios naturais que se escolheria para quantificar se uma
fungdo é mais ou menos convexa do que outra. Esta secdo se encerra com alguns exemplos de
medidas de ndo-convexidade, que surgem naturalmente seja na caracterizagao de funcoes convexas,
seja em algoritmos de otimizacao.

Enfim, encerramos esta primeira parte tedrica apresentando na secio 5 as operagoes de convolu-
¢ao e um resumo da teoria de distribui¢oes. Com isto, poderemos estender as defini¢bes e resultados
sobre derivadas da secdo 4 a funcGes continuas nao diferencidveis, importantes por serem tipicas
de problemas de otimizacdo linear. Além disso, este ponto de vista trata diretamente varidveis
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aleatérias gerais, unificando probabilidades discretas e continuas num mesmo arcabougo légico.

Em direcdo as aplicacOes, apresentamos na secdo 6 as modificagdes para o procedimento de
calculo de cortes que visam descrever a funcdo de custo futuro em programacao dindmica dual
estocastica. A principal observacio, decorrente dos resultados das segoes anteriores, é que a de-
composicdo em cendrios independentes, no caso ndo convexo, nem sempre é capaz de fornecer cortes
exatos para a funcdo de custo futuro, ao contrario de uma formula¢ido conjunta, que descreveremos.
Estas modificacGes sdo um pouco mais delicadas no caso de problemas estocasticos onde a funcao
de custo futuro é calculada com aversdo a risco, pois exigem uma modelagem mais cuidadosa da
formulacdo conjunta para que se possam obter cortes.

Em seguida apresentamos os resultados da prova de conceito computacional, ilustrando as
técnicas desenvolvidas. Iremos comparar a proposta de uso de cortes de Benders reforcados para
a formulacdo conjunta com metodologias existentes, que usam a relaxacdo linear das restri¢oes,
ou a binarizacao das variaveis de estado. Faremos na secdo 7 estas comparagoes em um problema
estilizado, que nos permite uma analise direta, porque é possivel calcular a fungdo de custo futuro
exata para cada estagio.

Antes de abordar um problema mais proximo do planejamento da operacdo do setor elétrico,
descrevemos na se¢do 8 o ferramental computacional desenvolvido neste projeto para incorporar
estas novas metodologias a base de codigo existente, tanto oriunda do projeto anterior como da
evolucao das bibliotecas em Julia. Esta se¢do termina com uma descri¢do mais precisa da interface
de linha de comando para nosso programa principal, denominado DisjHTPlan.

Na segdo 9 apresentamos os resultados computacionais para uma versao reduzida de um pro-
blema de planejamento hidrotérmico. Aqui, iremos gradativamente tornar o modelo mais complexo:
comecando de uma versao convexa do problema, sem restricbes operativas, avangamos para uma
formulagio ndo-convexa, e, finalmente, introduzimos um critério de aversao a risco via CVaR.

Enfim, encerramos o relatério com uma andlise global dos resultados da prova de conceito, e
apontamos algumas diregoes de pesquisa futura.

2 Exemplos de suavizacao e convexificacao promovidos pela esto-
casticidade

Nesta secfo, apresentamos através de alguns exemplos diversas intuicoes relativas a suavizacao de
fungoes de custo futuro, enfatizando a relacio entre os casos convexo e ndo-convexo. Em particular,
estamos interessados no caso em que a presenca da estocasticidade em um problema de otimizacao
reduz o gap de dualidade, o que permitira utilizar aproximagcoes convexas para a funcdo de custo
futuro. No caso extremamente favoravel em que o gap é reduzido a zero, diremos que a funcéo foi
convezificada pela estocasticidade.

Estas intuigbes servirdo como apoio e motivagdo para as formulagoes mais precisas e mais gerais
que veremos nas segoes 3.2.1 e 4. Ilustraremos inicialmente o que ocorre no caso convexo, para s
depois apresentarmos o caso nao-convexo. Comecamos apresentando uma breve recapitulagdo dos
conceitos de func¢ao valor 6timo e de funcao de custo futuro e fixamos a notacao que serd utilizada
neste texto para as mesmas.

2 Exemplos de suavizacdo e convexificagao promovidos pela estocasticidade Versao 1.0
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2.1 Funcgoes de valor 6timo e funcgoes de custo futuro

Uma fungdo de valor 6timo é o resultado de um problema de otimizacdo, enquanto que uma fungdo
de custo futuro incorpora, também, a incerteza estocastica. Mais precisamente:

Qi(zi—1,&) = gtllyll clay +d iy + Qi (ar) (2.1)
s.aa Axi+ By = by + Tar1 + W&,
(w4, y:) € Dy

é a fungao de valor 6timo do problema de otimizacdo correspondente ao estagio t, dados o estado
inicial z;_1 e uma realizagdo & da varidvel aleatéria Z;, e cujas varidveis sdo o estado final x; e as
decisoes locais ;. Ao considerarmos a distribuicdo de Z¢, obtemos a funcéo de custo futuro

Qi(wy—1) = E [Q¢(x1-1,Z¢)] - (2.2)

Vale notar que o préprio problema do estégio ¢ também inclui uma funcdo de custo futuro, Qs 1,
construida recursivamente a partir dos problemas dos estagios seguintes. Para nossos propoésitos,
podemos supor que as matrizes A, B, T e W estao fixas, e D; designa o conjunto viavel para a
decisdo (z¢,y:) o qual ndo depende das equagdes de transi¢ao de estado.

Em problemas de controle é6timo, onde a nova varidvel de estado é dada por um balango de
“entradas e saidas”, é comum que a incerteza corresponda a chegada ou saida aleatéria do estoque.
Assim, a equagao de transicao de estado fica na seguinte forma particular:

Az + By = b+ T(v1-1 + &)- (2.3)

Por exemplo, no caso hidrotérmico com um modelo aditivo para as afluéncias &, a equacao de
transicao de estado é simplesmente
vp+q=v; +§,
onde vy é o volume final, v; o volume inicial e ¢ a defluéncia total, que é de fato da forma (2.3),
com b = 0.
Nestas condigoes, a fun¢ao de valor étimo Q¢(x¢—1,&) pode ser escrita como uma fungéo de
uma Unica variavel:

Qi(wi-1,&) = f(wi—1 + &), (2.4)

e a funcio de custo futuro Q(z;_1), pela média:

Qt(xt—l) = J_“:O f(zi—1 + s)p(s)ds,

onde p(s) denota a densidade de probabilidade da varidvel aleatéria =;.

A fim de ndo sobrecarregar a notacdo, omitiremos o subindice ¢ nos exemplos das sec¢oes a
seguir.

2.2 Suavizacgao no caso convexo

Para vermos um exemplo da suavizacdo, suponha que f é a funcdo médulo, f(u) = |u|, e que a
incerteza seja dada por uma varidvel uniforme = ~ U(—1,1). Entéo teremos:

1
O(z) :J |z + s| ds = {|x| e |z
-1

| >
(1+2%)/2 se|z| <

1
1

2.1 Fungoes de valor 6timo e fungbes de custo futuro Versao 1.0
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Como podemos ver na figura 2.1, a funcdo Q é derivivel em todos os pontos, enquanto que a
funcao original f é apenas continua, ja que nao possui derivada em x = 0. Assim, ao tomar médias,
aumentamos o grau de regularidade das fungoes de custo futuro, o que é uma das indicacGes da
suavizagao promovida pela presenca da estocasticidade.

Fungdo original: f Func¢do suavizada: Q

3.0 4 B ===

S

0.0 4 b ¥ 0.0

Figura 2.1: A funcio valor absoluto f e sua suavizacio por médias Q.

Ainda vale notar que, ao considerar a funcdo de custo futuro Q, também “regularizamos” a
fungdo valor 6timo f segundo outro critério: os extremos de f sd@o menos pronunciados, o que é
bastante visfvel na figura 2.1 & direita. De fato, vemos que no intervalo [—1, 1] a funcio Q “descola”
de f, e seu valor minimo é 0.5, e ndo 0 como para f,

Do ponto de vista da convexidade, observamos na figura 2.1 que a passagem de f para Q nio
destréi a convexidade, j& que Q é uma média de funcdes convexas. Na verdade, distribuimos a
convexidade de f numa regido maior. Intuitivamente, podemos considerar que a segunda derivada
de f é uma funcio delta, infinita em z = 0 e nula nos outros pontos, e que ao tomar médias com
translagoes esta massa infinita é repartida no intervalo [—1,1], onde a segunda derivada de Qé
igual a um. De forma mais precisa, notamos que ha apenas um ponto x onde f é estritamente
conveza, ou seja, para apenas um ponto (z, f(x)) existe uma reta suporte ao grafico de f que toca
o grafico apenas em x: o ponto (0,0). Ao levar em conta a estocasticidade dada pela varidvel
aleatoria =, de suporte [—1,1], a funcao Q passa a ser estritamente convexa em todo o intervalo

(—1,1).

2.3 Suavizagao no caso nao-convexo

Vejamos agora como a incerteza opera sobre as propriedades da funcio de custo futuro Q caso o
problema possua elementos ndo-convexos. Um exemplo de nao convexidade ¢é a introdugao de va-
ridveis binarias para modelar politicas operacionais, como ja descrevemos nos relatérios anteriores.
Outro uso de varidveis binarias é em problemas de unit commitment, onde devemos decidir se um
dado recurso estard disponivel ou nao no futuro.

Nesta se¢do, todos os exemplos irdo explorar a funcdo f em forma de “W?”, como ilustrado
na figura 2.2 a esquerda. KEsta funcdo pode ser dada pelo minimo de duas funcbes convexas,
W (x) = min{|z + 1], |« — 1|}, como vemos na figura 2.2 & direita.

Funcdes que sdo minimo de fungdes convexas sao tipicas de problemas com varidveis binarias.
De fato, a estratégia da decomposicdo de Benders para resolver um problema de minimizacido com
variaveis bindrias z e variaveis continuas consiste em dividi-lo em duas etapas: uma ezterna que
decide a variavel inteira z, e uma interna, que, dada uma escolha de z, toma a melhor decisao
possivel. Como para valores diferentes de z podemos ter problemas totalmente diferentes, para

2.3 Suavizagdo no caso nao-convexo Versao 1.0
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Fungdo W Decomposi¢do como minimo de 2 valores absolutos

7
2.00 1 -1 2.00

- fe] [
1.75 1 ;

1.00 1 L} y 1.00
0.75 4 g \ ! 0.75
0.50 g \ / 0.50

0.25 4 g N 0.25

0.00 4 b T 0.00

)
|
o
|
—_
o
|
|
)
|
)

Figura 2.2: A funcdo W e uma decomposi¢do de Benders como minimo de duas fun¢des convexas.

cada z temos uma diferente fun¢do convexa f,(x) que vamos minimizar, em fungdo do estado z, e
o problema como um todo passa a ser min, f,(x).

Suponhamos agora que estamos no mesmo caso do problema anterior para a incerteza: = ~
U(—1,1). Também podemos calcular a fun¢ao de custo futuro Q correspondente, e neste caso
obtemos a fun¢do convexa indicada na figura 2.3 a direita. Assim, podemos observar que a média

Fungdo original: f Func¢do suavizada: Q

2.00 4 g -— 2.00
Q
1.75 g L75
1.50 1 1 1.50
1.25 g 1.25
1.00 4 B \ . / 1.00
0.75 B ) L 4 0.75
\ /
0.50 B \ + : / 0.50

0.25 4 g s/ NS 0.25

/
N7
0.00 4 b T + 0.00

Figura 2.3: A funcio “W” e sua suavizacdao por médias Q.

de func¢des nao-convexas pode ser uma funcdo convexa. De maneira geral, notamos que, como no
caso convexo, o fato de tomar médias de funcbes “suaviza” os picos da mesma, e isso se reflete na
reducio de maximos locais. Neste caso, isso resultou em uma funcdo de custo futuro Q convexa,
mesmo que a fungao valor 6timo f nao seja.

Ainda de maneira informal, podemos pensar que distribuimos tanto as convexidades (presentes
em z = t1, onde f” é uma fungio delta positiva) como a ndo convexidade (em x = 0, onde f” é uma
fungao delta negativa). Esta distribuicao se dd, como no caso convexo, cada uma delas ocupando,
em Q, um intervalo de raio um (devido & lei de Z) em torno do ponto onde estava presente em
f. Assim, “metade” de cada convexidade (na diregdo de = 0) cancelou a metade correspondente
da concavidade proveniente de z = 0, enquanto que a metade restante se distribuiu nos intervalos
(=2,—1) e (1,2), onde Q tem derivada estritamente positiva. Este intervalo também serd o que
contém os pontos de convexidade estrita para Q.

—_

Também poderiamos usar outras distribuigées para a incerteza, por exemplo a normal: = ~
N(0,1). Neste caso, a densidade da distribuigdo é dada por uma fungio infinitamente diferencidvel,

2.3 Suavizagdo no caso nao-convexo Versao 1.0
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e o suporte da varidvel aleatéoria = é R inteiro. Assim, obtemos uma funcdo Q@ que também é
infinitamente diferenciavel, e “distribuimos” a convexidade (e a concavidade) em todos os pontos:
a funcdo resultante é agora estritamente convexa em R, como podemos ver na figura 2.4:

Funcdo original: f Funcdo suavizada: Q

2.00 4 T\ ——f f 2.00
A Q 4

0.25 1 4 A1 S 0.25

0.00 4 1 1 + 0.00

Figura 2.4: A funcio “W” e sua suavizacio por médias Q.

E claro que nem toda distribuicdo de E resultard em uma funcio de custo futuro Q convexa.
Tlustramos nas figuras 2.5 e 2.6 o resultado da média da fungdo W por trés membros diferentes de
cada uma das familias de distribui¢oes uniformes e gaussianas, respectivamente. Em cada uma das
figuras, vamos aumentando progressivamente a incerteza: no caso das uniformes, ao aumentar a
amplitude; no caso das gaussianas, ao aumentar a variancia. Podemos observar um comportamento
de certa forma regular na “amplitude” da distribuicdo de Z: quanto mais dispersa for a incerteza,
maior o efeito de convexificacdo resultante em Q. Assim, para as primeiras distribuicoes de cada
familia, que ainda estdo bastante concentradas em zero, o efeito de suavizacdo nao é suficiente
para tornar Q convexa, mesmo que o gap de dualidade jé esteja reduzido, vide a primeira linha
das figuras 2.5 e 2.6. Em seguida, ilustramos os primeiros membros de cada familia que tornam
Q convexa: a segunda derivada se anula em zero em ambos os casos, como pode ser observado na
segunda linha das figuras 2.5 e 2.6. Enfim, ao continuar aumentando a dispersao das distribuigoes,
vemos que agora a funcao resultante passa a ser estritamente convexa em zero.

O conjunto de distribuicdes da varidvel aleatéria = que, para uma f dada, tornam Q =
E[f(- + E)] convexa serd objeto de estudo das préximas segoes.

2.3 Suavizagdo no caso nao-convexo Versao 1.0
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Uniformes
[ e distribui¢do de = Suavizagdo por =
2.00 4 b == f 2.00
1.75 4 b 1.75
1.50 4 b 1.50
1.25 4 b 1.25
1.00 4 b 1.00
0.75 4 b 0.75
0.50 4 b 0.50
0.25 b 0.25
0.00 b 0.00
2.00 4 b 2.00
1.75 4 b 1.75
1.50 4 b 1.50
1.25 4 b 1.25
1.00 4 b 1.00
0.75 4 b 0.75
0.50 4 b 0.50
0.25 b 0.25
0.00 b 0.00
2.00 4 1 2.00
1.75 4 b 1.75
1.50 4 b 1.50
1.25 1 b 1.25
1.00 4 b 1.00
0.75 4 b 0.75
0.50 4 b 0.50
0.25 b 0.25
0.00 b 0.00
T T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.5: Suavizacao da funcao “W?” por diferentes distribui¢des uniformes.
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Gaussianas
[ e distribui¢do de = Suavizagdo por =
2.00 4 b == f 2.00
1.75 4 b 1.75
1.50 4 b 1.50
1.25 4 b 1.25
1.00 4 b 1.00
0.75 4 b 0.75
0.50 4 b 0.50
0.25 b 0.25
0.00 b 0.00
2.00 4 b 2.00
1.75 4 b 1.75
1.50 4 b 1.50
1.25 4 b 1.25
1.00 4 b 1.00
0.75 4 b 0.75
0.50 4 b 0.50
0.25 b 0.25
0.00 b 0.00
2.00 4 1 2.00
1.75 4 b 1.75
1.50 4 b 1.50
1.25 1 b 1.25
1.00 4 b 1.00
0.75 4 b 0.75
0.50 4 b 0.50
0.25 b 0.25
0.00 4 b 0.00
T T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.6: Suavizagdo da fungdo “W” por diferentes distribui¢bes normais.

2.3 Suavizagdo no caso nao-convexo Versao 1.0
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2.4 Medidas de nao-convexidade

Na secao anterior, mostramos que diversos ruidos fazem com que uma funcao de custo futuro com
o formato de um “W?” se torne mais convexa. A seguir, ilustraremos o mesmo fenémeno de um
ponto de vista quantitativo, mostrando como algumas medidas de nao-convexidade para a funcao
“W?” sao reduzidas de acordo com o ruido considerado.

Para tal, usaremos duas medidas de ndo-convexidade aplicadas a funcao W:

1. O méximo do seu gap: sup,cg (W (z) — W(x)) =1;
2. A érea do seu gap: § (W (z) — W(w)) dr = 1.

A figura 2.7 mostra o grafico da relaxacado convexa W sobreposto ao da fungdo W conjuntamente
com essas medidas de nao-convexidade. Na figura, o maximo do gap é o comprimento da linha
pontilhada enquanto que a area do gap é a drea da regido em cinza.

Medidas de ndo-convexidade

2.00 — W(2)
1.75 4 -®- Maximo do gap
Area do gap

1.50 A

1.25 A

1.00

0.75 4

0.50 4

0.25 A

0.00 4

do
|
[\]
|
—_
X o o
—
)
w

Figura 2.7: Medidas de nao-convexidade para a fungdo W.

Retornando ao exemplo de ruidos dados por uma variavel aleatdéria uniforme, observamos este
processo de “convexificagdo” na figura 2.8. Para ruidos da forma E ~ U(—h, h), a func¢éo de custo
futuro Q(z) = E[W(z + Z)] terd um gap cada vez menor quanto maior for o valor de h. Na
imagem da esquerda, sdo mostrados os graficos das fungdes E [W (- 4+ Z)] para h pequeno e vemos
que quanto maior o valor de h, mais a média E [W (- + E)] se aproxima de uma funcdo convexa. J&
na imagem da direita, sdo mostrados os graficos quando a h é grande o suficiente para que ocorra
convexificacao total da média E [W (- + Z)].

Para vermos como esta “convexificagao” se traduz de forma quantitativa, indicamos na figura 2.9
como o parametro h da janela uniforme afeta o maximo (figura da esquerda) e a area (figura da
direita) da fungao E [W (- + Z)]. Repare que, quando o tamanho da janela uniforme é maior do que

2.4 Medidas de nao-convexidade Versao 1.0
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1.00 r 1.00

0.75 4 r0.75

0.50 r 0.50

0.25 r0.25

— =05 / \
— h=08 N g

0.00 4 r 0.00

Figura 2.8: Gréafico de E [W (- 4+ Z)| para = uniforme em [—h, h].

1, ambas as medidas de ndo-convexidade sao iguais a zero, o que indica que a média E [W (- + Z)]
passa a ser uma funcdo convexa, o que estd em total acordo com o que observamos anteriormente
na figura 2.8.

Evolugdo do méximo do gap Evolugdo da drea do gap

0.8 1 1 0.8

0.6 1 1 0.6

0.04 1 0.0

(]‘.(l U.‘2 li.‘-’l l]‘.(i 1]‘.8 l.‘l} l.‘2 1.‘-’1 li.‘li lii‘Z 1]‘.4 1]‘.li (l.‘?i l.‘li l‘.Z 114
h h
Figura 2.9: Para uma incerteza de tipo Z ~ U(—h,h), as medidas de nao-convexidade de
E [W (- + Z)] decrescem linearmente até que a func¢do torne-se convexa.

Se agora assumirmos que a distribuicdo da varidvel aleatéria = é uma normal de média zero e
varidncia 02, o mesmo estudo pode ser realizado em funcdo do desvio padrao o.

Na figura 2.10, sdo mostrados os graficos de Q(x) = E [W(zx + Z)] para diversos valores do
desvio padrao. Na imagem da esquerda, os valores de o diminuem as medidas de ndo-convexidade
em relacdo as originais para a fungdo W mas ainda nao tornam a média totalmente convexa. Ja
na imagem da esquerda, a varidncia é grande o suficiente para tornar E [W (- + Z)] convexa.

A evolucio das medidas de nio-convexidade em funcio da varidncia quando Z ~ N(0, 0?) pode
ser observada na figura 2.11, que novamente mostra que hd um ponto a partir do qual as medidas
de nao-convexidade ficam nulas, ou seja, a fungao E [WW (- + E)] se torna convexa.

2.5 Convexificacao e ruidos discretos

Agora, abordaremos exemplos onde temos uma distribui¢ao discreta de cenarios. Este caso tem, em
especial, uma motivagdo computacional: geralmente, s6 é possivel obter estimativas para Q(z) =
E [Q(z,E)] através de uma discretizagdo da varidvel aleatéria = em um nimero finito de cendrios.

2.5 Convexificacao e ruidos discretos Versao 1.0
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2.0 4 r2.0

r 1.0

r0.5

0=08 N/ \ /
— o=11 o \
0=06 A v — =14 \ v

0.0 r0.0

Figura 2.10: Gréfico de E [W (z + Z)] para = ~ N(0,0?).

Evolugdo do méximo do gap Evolugdo da area do gap

0.6 4 Bl 0.6

0.4 Bl 0.4

0.2 Bl 0.2

0.0 4 Bl 0.0

T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4

Figura 2.11: A 4rea e o maximo do gap de E [W(- + Z)] sdo decrescentes conforme a variancia
aumenta para uma variavel aleatéria = ~ N (0, 02).

Comecamos considerando uma distribuicdo com apenas dois cendrios equiprovaveis: & = 0.5 e
€2 = —0.5, para a mesma funcdo f “em W” acima. Neste caso, as funcdes valor 6timo para cada
cenario, Q1 e Q2, sdo translacées uma da outra, como podemos ver na figura 2.12. Mais ainda, ao
fazer a média de Q)1 e ()2, obtemos a fun¢do de custo futuro, que serd ainda linear por partes, mas
que agora também é convexa.

Entretanto, este exemplo é muito particular. Na pratica, é muito improvavel que a funcao
Q resultante da média da funcdo valor étimo f sobre cendrios discretos resulte em uma funcéo
convexa. Para vermos um exemplo deste caso, basta considerarmos, para a mesma func¢io f acima,
os ruidos &' = 1.5 e €2 = —1.5, como vemos na figura 2.13

Uma outra diferenca com relacdo ao caso continuo ocorre ao tratarmos do fendémeno de “espa-
lhamento”. De fato, vimos nas figuras 2.8 a 2.11 que, ao aumentar a varidncia das distribuigoes,
também reduziamos a nao-convexidade. Este fendmeno ocorre, mas de forma reduzida, para va-
ridveis aleatérias discretas: em particular, mesmo que o suporte dos ruidos seja arbitrariamente
grande, a funcdo de custo futuro formada pela média nao serd, necessariamente convexa.

Para ilustrar o que foi dito acima, consideremos = sendo uma varidvel aleatéria equiprovavel
no conjunto {—h,0,h}. Tomamos os mesmos valores que usamos no caso de variaveis uniformes
em [—h,h], ou seja, h € {0.5,1,1.5}. Agora, as diferentes funcdes Q produzidas estdo ilustradas
na figura 2.14, e podemos ver que, ao tomar h = 1 de fato obtemos uma fun¢do convexa, mas
para um valor maior ainda de h, 1.5, a fung@o volta a ser ndo-convexa. Este fendmeno é diferente

2.5 Convexificacao e ruidos discretos Versao 1.0
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Fungdes valor étimo

Efeito da suavizagdo

3.5 1 —
Q
3.0 4 - Qs

1.0 4
0.5

0.0 4

Figura 2.12: As funcoes Qq e @2, e sua média Q, convexa.

Fungdes valor étimo

o1~

Efeito da suavizagdo

3.59 —
@

-
)

1.0

0.5

0.0

3.0 4 Y,

Figura 2.13: As funcées Q1 e Qa, e sua média Q, nio convexa.

do caso das distribuigbes continuas, seja uniformes ou gaussianas, ilustrados nas figuras 2.5 e 2.6,
onde a terceira distribuicdo, com maior “amplitude”, também levava a uma funcao de custo futuro
convexa.

Para observarmos este comportamento de “convexificagdo e des-convexificacdo” da funcao de
custo futuro Q em relacdo & mudanca da incerteza =, apresentamos na figura 2.15 uma maior
quantidade de funcdes Q. Vemos na imagem da esquerda que a funcio se torna cada vez mais
convexa conforme h se aproxima de 1. Contudo, para valores maiores de h a ndao-convexidade volta
a aumentar até que se estabiliza para valores de h maiores do que 2, como pode ser visto na imagem
da direita.

A figura 2.16 mostra a evolugdo das duas medidas de ndo-convexidade de E [W (- + E)] con-
forme o espagcamento entre os pontos da distribuicdo aumenta. Como anteriormente discutido, elas
decrescem até h = 1, valor para o qual a funcdo é convexa, e depois voltam a crescer até que se
tornam constantes para valores de h maiores do que 2. Repare que, embora valores muito altos do
espacamento h nao tornem E [WW (- + )] convexa, o seu gap ainda é estritamente menor do que o
gap da funcdo W original.

Nao obstante, para distribuicoes discretas, hé outra forma de se “aumentar o suporte”: podemos
refinar a discretizagéo, utilizando mais amostras para uma mesma distribuicdo continua subjacente.
Assim, podemos ver na série de graficos da figura 2.17, ilustrando discretizacdes cada vez mais
refinadas de uma distribui¢do uniforme, que, apesar de nao resultar em func¢ées convexas, ha uma
clara redugao do gap, principalmente quando o ntimero de cenarios aumenta. Este exemplo sugere

2.5 Convexificacao e ruidos discretos Versao 1.0
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que, para os casos de planejamento da operagao que consideram um ntmero razoavel de cenarios
discretos, é de se esperar que ocorra uma suavizacdo da funcido de custo futuro com impactos
promissores para o desempenho dos algoritmos de otimizagdo em problemas ndo convexos.

2.5 Convexificagao e ruidos discretos Versao 1.0
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Expansao
[ e distribui¢do de = Suavizagdo por =
2.00 4 B ——i 2.00
1.75 4 4 1.75
1.50 B 1.50
1.25 B 1.25
1.00 B 1.00
0.75 4 0.75
0.50 4 L 4 b 0.50
|
|
0.25 : b 0.25
|
0.00 4 1 E 0.00
2.00
1.75
1.50
1.25
1.00
0.75
0.50
0.25
0.00
2.00 4 1 2.00
1.75 4 B 1.75
1.50 4 B 1.50
1.25 B 1.25
1.00 B 1.00
0.75 4 B 0.75
0.50 ® 4 0.50
|
|
0.25 4 t B 0.25
|
0.00 4 1 R 0.00
T T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.14: Médias da funcao “W?” por diferentes distribuicdes equiprovaveis discretas.
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r2.5

F2.0

r10

1.0 1

r0.5

0.0 r0.0

Figura 2.15: Gréfico de E [W(z + Z)] para = discreta com suporte em {—h,0, h}.

Evolugdo do méximo do gap Evolugdo da area do gap
1.04 1 1.0
0.81 1 0.8
0.6 4 1 0.6
0.4 4 1 0.4
0.24 1 0.2
0.04 1 0.0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 2.16: Para uma varidvel aleatéria discreta com suporte em {—h, 0, h}, a convexificagdo nao
ocorre de maneira mondtona no parametro h.
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Discretas
[ e distribui¢do de = Suavizagdo por =
2.00 4 B ——i 2.00
1.75 4 4 1.75
1.50 B 1.50
1.25 B 1.25
1.00 B 1.00
0.75 4 0.75
0.50 4 L 4 b 0.50
|
|
0.25 + b 0.25
|
|
0.00 1 b 0.00
B 2.00
B 1.75
B 1.50
B 1.25
B 1.00
B 0.75
B 0.50
B 0.25
B 0.00
2.00 4 1 2.00
1.75 4 B 1.75
1.50 4 B 1.50
1.25 B 1.25
1.00 B 1.00
0.75 4 B 0.75
0.50 ® 4 0.50
|
|
0.25 4 t B 0.25
|
0.00 4 1 R 0.00
T T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.17: Reducdo da nao convexidade da funcao “W?” por diferentes distribuigoes discretas.
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3 Reducgao do gap

Vimos na se¢do anterior alguns exemplos onde a estocasticidade do modelo agia na direcao de
reduzir a nao-convexidade da funcdo de custo futuro. Para tratar desta nocdo de forma mais
precisa, precisamos definir uma forma de quantificar quio nao-convexa é uma dada funcio. A
partir destas defini¢oes, poderemos entdo avaliar se os efeitos estocdsticos realmente tornam a
funcao “menos” nao convexa.

Como nao hé uma maneira candnica para medir nao-convexidade, discutiremos primeiramente
dois exemplos, construidos a partir da fungdo f e sua relaxacdo convexa f . Em seguida, observare-
mos que estes dois exemplos satisfazem certas propriedades que, de forma geral, qualquer “medida
de nao-convexidade” deveria possuir. A partir dai, deduziremos alguns resultados sobre a reducao
da ndo-convexidade ao introduzir estocasticidades no modelo. Enfim, aproveitando as constru-
¢oes desenvolvidas, concluimos que, para outras medidas de ndo-convexidade que também parecem
naturais, a estocasticidade também reduz a nao-convexidade.

3.1 Relaxacao convexa e gap

Dada uma funcdo f qualquer, uma maneira de se medir a sua nao-convexidade é olhando para o
quao diferente ela é da fungdo convexa que melhor a aproxima por baixo. Para isso, precisaremos
da seguinte definigao:

Definicao 3.1. A relaxacdo convexa de uma fungdo f, denotada conv (f) e abreviada como f, é a
maior funcdo convexa que € menor do que ou igual a f.

Repare que se f for convexa, entdo f = f .

Relaxacdo Convexa
1.6

e S

1.4 4

1.2 A

1.0 1

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 4

0.0 1

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

v

Figura 3.1: Exemplo de fungdao nao-convexa f e sua relaxagdo convexa f
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Epigrafos Aproximagdo por cortes

0.8 4 0.8

0.6 4 0.6

0414 0.4

— R

. QXS
[ Epigrafo de f S

0.2 0.2

Epigrafo de f 4 === Cortes N Sy - |00

0.0

T T T T T T T T T T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 3.2: Epigrafo de f e sua aproximacao por cortes

Uma interpretagao geométrica da relaxagdo convexa f é que ela é a funcao cujo epigrafo é o
fecho convexo do epigrafo de f. Esse epigrafo, sendo um conjunto convexo, pode ser calculado como
a regido acima de todas as funcdes lineares que estdo abaixo de f, como ilustrado na figura 3.2.
De volta ao ponto de vista das fungoes, isto quer dizer que, se calcularmos cortes lineares para a
funcédo f, estaremos formando uma func¢do poliedral que aproxima por baixo a funcao f . Assim,
uma maneira de se calcular f é como solugao do seguinte problema de otimizacao:

f(xo) = max c'zo +b.
C

5.8 f(x)=cTaz +b, Va

Dada essa defini¢do, podemos representar o quao nao-convexa é uma funcao f a partir da sua
diferenca com sua relaxacao convexa f. Ou seja, f — f nos diz o tamanho do gap entre os graficos
da f e sua relaxagdo convexa.

Medidas de nao-convexidade Fungdo gap
1.6 1.6

—f E——
—F 1 -®- Maximo do gap | 14
-®- Méximo do gap Volume do gap
Volume do gap 1

1.0
0.8
0.6 4 0.6
0.4 04

0.2 4 0.2

0.0 0.0

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 3.3: Medidas de nao-convexidade e grafico da fun¢ao gap para a funcéo da figura 3.1.

Definigao 3.2. Chamamos de fungao gap de f, a fungdo definida por
gap(f) =f— /.

Notemos que, como f aproxima f por baixo, a fun¢do gap(f) é sempre nao-negativa e serd
igual a zero se e somente se f for convexa. O gap pode ser utilizado como uma maneira de medir
pontualmente quao nao-convexa é a funcdo f. A partir disso, temos uma maneira de comparar a
nao-convexidade de duas fungoes.

3.1 Relaxacdo convexa e gap Versao 1.0
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Definig¢ao 3.3. Uma funcdo f é dita menos nao-convexa que g se

gap(f) < gap(g).

As comparacoes de ndo-convexidade da definicdo 3.3 ddo apenas uma ordem parcial entre as
fungoes, pois é possivel que haja pontos nos quais f é menos ndo-convexa que g e pontos em que
g seja menos nao-convexa que f. Nesse caso as nao-convexidades das func¢des ndo sdo comparaveis
através apenas do gap. Uma solucao para esse problema consiste em “projetar” o gapnos niimeros
reais atraves de algum método que preserve estas desigualdades. No que segue, daremos alguns
exemplos de medidas de nao-convexidade definadas a partir do gap:

flz) = f(x));

I

1. A maior “altura” do gap, definida por Hf — fH = sup,,
[ee}

2. O volume do gap, definido por Hf — le = S‘f(a:) — f(a:)‘ dx.

Comentario 3.1. Repare que o volume do gap é dado pelo volume da diferenca entre os epigrafos

defef.

Essas medidas de ndo-convexidade tém algumas caracteristicas em comum. Primeiro, sdo in-
variantes por translagdo, o que é bem razoavel se pensarmos no grafico da funcdo. Se trans-
ladarmos tanto horizontalmente quanto verticalmente uma funcio f, a forma da sua regido de
néao-convexidade ndo muda. Adicionalmente, sdo normas mondtonas, ou seja, a medida é calculada
utilizando uma norma para qual dadas as fungbes g e h ndo-negativas, sempre vale que se g estiver
uniformemente acima de h entdo a norma de g é maior do que a de h. De maneira mais formal:

Vi, g(x) = h(z) =0 = |gll = [|A]

Tanto a maior altura quanto o volume do gap sao casos especificos da chamada norma p da diferenca
. o <|P 1/p
f—f. A norma H f—f H = (X ‘ - f’ d:c) é uma norma monotona e invariante por translagao
P

para qualquer p € [1, 0] e também pode ser utilizada nos célculos de medida de nao-convexidade.
Contudo, com excecao dos casos em que p = 1 ou p = 00, ndo ha uma intuicdo geométrica tao clara

do que significa H f—f H diminuir.
p

3.2 Caso risco-neutro

Comegamos recapitulando a notacido para problemas de otimizacdo estocdsticos multi-estagio, sob
a forma das equacOes de recorréncia da programacdo dindmica. Num dado estdgio ¢, temos as
fungoes de custo imediato fi(x¢, ), dependendo das decisoes (x¢,y¢) correspondentes as varidveis
de estado e varidveis locais, e a fungao de custo futuro Qt(xt), sujeitos as restrigoes de operacao,
dadas por (x¢—1, ¢, yt, &) € X, onde 241 representa o estado inicial, e & a incerteza observada no
cendrio correspondente. Assim, o problema de otimizacao em cada estagio é dado por:

Qi(xi-1,&) = g}lﬁ fil@e, y) + Qi) (3.1)
s (@i—1, %, Y, &) € Xy

e a funcdo de custo futuro satisfaz a recorréncia:

Qi-1(x1-1) = E[Qi(z4-1,51)] (3.2)

3.2 Caso risco-neutro Versao 1.0
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onde Q¢(x¢—1,&) é a fungao valor 6timo dados o estado inicial z;—; e uma realizagdo & da varidvel
aleatéria =;.

Se a fungao de valor 6timo Q)¢ for ndo-convexa, ao calcular cortes o melhor que podemos en-
contrar é uma aproximacao inferior para a sua relaxacio convexa. Relembramos que a relaxacio
convexa de uma funcdo g é definida como a maior funcdo convexa que a aproxima por baixo e é
denotada por conv(g). Para resolver um problema de otimizagao estocéstica como (3.1), a conve-
xificagdo pode ser realizada de duas maneiras:

1. considerar a formulac¢do decomposta do problema, que consiste em primeiro calcular a rela-
xacdo convexa da funcao (); para cada valor da incerteza e depois tomar a média, o que
da

conv(Q),_q(xt—1) = E [conv(Qy) (xt—1,Z4)] ;

2. considerar a formulacdo conjunta, na qual primeiro toma-se a média de ); entre todas as
incertezas para obter a funcdo de custo futuro (Q;_1 e sé depois calcular a sua relaxacao
convexa:

conv(Qy_1) = convE [Q¢(zs_1,Z4)].

A formulacao decomposta é a mais comum de se encontrar na literatura por se encaixar melhor nos
paradigmas de programacao dindmica normalmente utilizados para resolver esse tipo de problema.
Contudo, demonstraremos no teorema 3.1 que a formulacdo conjunto sempre é uma aproximagao
convexa mais fiel da funcdo de custo futuro. Isto é, sempre vale que

E [conv Q¢(zi—1, )] < conv E [Qi(z-1,Zr)] < E [Qu(wi-1,E4)] (3.3)

para qualquer valor de x;_1.
Para simplificar a notacao, no restante dessa secdo omitiremos os indices temporais tanto da
funcao de custo futuro quanto das variaveis.

Teorema 3.1. Seja Q(z,E) uma fungao aleatoria com incerteza =, entdo
E [eonv Q(z,2)] < conv E [Q(z,D)] < E [Q(,Z)].
Demonstragdo. Vale para cada realizagao £ da variavel aleatéria = que

conv(Q)(z,§) < Q(x, ).

Essa desigualdade é preservada pela média o que da,

E [conv(Q) (2, E)] < E[Q(z,Z)] .

Como cada fungao conv(Q) é convexa, a média E [conv @] é uma funcdo convexa que estd abaixo
de E [Q], e, portanto, também estd abaixo de sua relaxacao convexa conv E [@Q]. Com isso, obtemos
que

E [conv Q(z,Z)] < convE [Q(z,2)] < E [Q(z,Z)] . O

Note que como o teorema 3.1 vale pontualmente para cada valor da variavel z, ele também pode
ser interpretado como uma desigualdade funcional que diz que o grafico de E [conv Q] estd abaixo
do gréfico de conv E [Q].

O teorema 3.1 diz que nao importa o ruido ao qual um problema da forma (3.1) esteja sujeito,
a relaxacgdo convexa da média de () estd sempre acima da média da relaxacio convexa da ). Isso

3.2 Caso risco-neutro Versao 1.0
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permite levar em conta ruidos que mudem as matrizes tecnoldgicas ou qualquer outro parametro do
modelo e também permite que consideremos arvores markovianas de decisdo durante o processo de
programacao dindmica. Para construir a formulacdo conjunta do né de um problema de programa-
¢do estocastica multiestagio, desenvolvemos a biblioteca Relink, cuja documentagdo se encontra
em [...] e uma breve descrigdo pode ser lida na sec¢ao 8.2. Por conta da generalidade do teorema 3.1,
essa biblioteca foi escrita de maneira a suportar uma grande gama de programas estocasticos, nao
se restringindo apenas aqueles considerados neste relatério.

Um corolério direto do teorema 3.1 diz que o gap da média de uma funcio aleatéria é sempre
menor que a média dos gaps para cada realizagao.

Corolario 3.1. Seja Q(x,Z) uma fungao aleatdria, entdo

E[Q(z,Z)] — convE [Q(z,Z)] < E[Q(z,Z)] — E [conv Q(z, Z)]

ou, de maneira equivalente,
g9ap(E [Q]) < E [gap(Q)].

Demonstragdo. Do teorema 3.1, temos que para todo valor da variavel x,

E [conv Q(z,E)] < convE [Q(z,E)] .

—_

Subtraindo ambos esses termos de E [Q(z, Z)], chegamos ao resultado desejado.
Para a desigualdade com o gap, repare que por definicao,

gap(E[Q]) = E [Q(z, E)] — convE [Q(z, E)]

e que segue da linearidade do valor esperado que

E[gap(Q)] = E[Q(z,E) — convQ(z,E)] = E [Q(z,E)] — E [conv Q(z, )] . O

Repare que a desigualdade para a funcdo gapno corolario 3.1 é uma desigualdade funcional,
valendo para cada valor da varidvel de estado x. Portanto, podemos aplicar qualquer norma mo-
noétona, como aquelas apresentadas anteriormente como exemplos de medidas de nao-convexidade,
e esses resultados ainda se manterao.

Corolario 3.2. Seja Q(x,Z) uma fungdo aleatéria e ||-|| uma norma mondtona, entio

IE[Q(x, )] = convE [Q(z, B)]|| < |[E [Q(z,Z)] - E [conv Q(z, Z)]||

Demonstragdo. O resultado segue do corolario 3.1 e do fato de que normas mondtonas preservam
desigualdades. O

3.2.1 Ruido aditivo e redugao do gap

Do que vimos nos exemplos e consideracoes acima, é bastante natural exigir que qualquer medida
de nao convexidade satisfaca pelo menos duas condicbes: a invaridncia por translacao e a monotoni-
cidade. Além disso, nos exemplos que construimos, o calculo desta medida era efetuado através de
uma norma, que tem um apelo intuitivo como uma forma de medir objetos. Assim, podemos obter
diversas medidas de ndo convexidade para f, calculando H f- f H a partir de uma norma mondtona
e invariante por translacio aplicada a funcdo gap de f. Como provaremos no teorema 3.2, para
qualquer medida de nao convexidade construida desta forma, tomar médias por translacdo sempre
reduz a medida de ndo-convexidade, o que d4 uma primeira explicacdo para a redugao de nao
convexidade apresentada na secdo 2. Antes de enuncia-lo, e com o intuito de simplificar a notacao
nos resultados e demonstragoes mais adiante, definiremos uma notacao para translagao de funcoes
por um parametro.

3.2 Caso risco-neutro Versao 1.0
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Definicao 3.4. Dada uma fungdo f e um valor £ € R™, definimos a fungdo fe¢, que € a translacao
de f por . Ou seja

fe(@) = f(z + &)
No caso em que = ndo € um valor mas sim uma varidvel aleatoria, definimos analogamente f=, que
serd uma fungdo aleatoria.

O objeto que ird aparecer no restante dessa se¢ao é sempre a funcdo E [ fz] que para cada valor
de z retorna o valor esperado de f ao redor de =, isto é, E[f(z + Z)]. Em relacdo ao que foi
apresentado na secao 2, E [fz] corresponde & fungéo de custo futuro Q.

Teorema 3.2. Se ||-|| € uma norma mondtona e invariante por translagdo, entao

|7 -7 = ez -E|E]| = [EL= - ETE]. (3.4)

Demonstragdo. Como a norma é invariante por translagao,

|7 =7 = s -7
para qualquer realizagdo £ de Z. Portanto possuem o mesmo valor esperado:
B{ls - 7] -2 = - £}

Se aplicarmos a desigualdade de Jensen em conjunto com esse fato, obtemos a primeira desi-
gualdade do teorema:
|5 o=~ ]

£ = =& [l -] -]
Para a segunda desigualdade, como f é convexa, entao a média de suas translacdes também o
serd. Além disso, a relaxacao lagrangiana é definida como a maior fungdo convexa sempre abaixo
da funcgdo. A partir dai obtemos que

fe<fe = E [fa] <E[fz] — E [fa] <E[fz]
Unindo esse resultado a monotonicidade de |||, obtemos a segunda parte do teorema:

[-E|E|>7-ElE — |/-E|&]| =]/ -ElE]

f=— f=

: O]

Comentario 3.2. No caso de a medida de ndo convexidade ser Hf — le = {f(x) - f(a:) dz, a

primeira desigualdade em (3.4) na verdade é uma igualdade
£ =1, - [e =1 -2 | ]

Isso seque de podermos trocar a ordem do wvalor esperado e da integral (teorema de Fubini) e da
invariancia por translagio da norma ||-||;

[e[r=-#] dﬂ?:EUfE—fadx] =EUf—fdx} - [1-ias

Portanto a convexificacdo, medida pela norma 1, depende apenas da folga na desigualdade

[EUz1-2[f]ar> [Elm - £l @

‘1 . (3.5)

e do quanto E [fg] € menor do que IE\[f/E]

3.2 Caso risco-neutro Versao 1.0
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Em contraste com a igualdade do comentario 3.2, um resultado totalmente diferente é obtido
quando trabalhamos com o maximo do gap como medida de nao-convexidade. Nesse caso, a de-
sigualdade HE [f=z] - E [fg]
uma estimativa na folga em funcdo da variavel aleatoria = e do suporte da funcdo gap. Portanto,
no caso da norma do supremo, deduziremos um resultado ainda melhor para a convexificagdo. Com
esse intuito, introduziremos a no¢ao de dominio de ndo-convexidade de uma funcao, que corresponde
a regido onde a funcao f difere do sua relaxacio convexa.

‘ < H f- fH nao apenas € estrita como também podemos garantir
0 0

Definicao 3.5. O dominio de ndo-convexidade de uma func¢do f € o conjunto dos pontos em que
[ e sua relaxacio convexa diferem. Isso pode ser escrito como o conjunto dos pontos em que

f(z) — f(x) € diferente de zero:

DNC(f) = {w | f(z) - f(x) # 0}

Comentario 3.3. Observe que o dominio de ndo-converidade € o suporte da fungdo gap, como
pode ser visto na figura 3.4.

Dominio de ndo-convexidade

— 7 — -7
1.4 i g — DNC(f) | 14
mm DNC(f)

0.8 4 0.8

0.6 4 0.6

0.4+ 0.4

0.2 0.2

‘ :
0.0 : : 0.0

Figura 3.4: Dominio de nao convexidade para a funcdo da figura 3.1

Teorema 3.3. Sejam f uma funcio, K o seu dominio de ndo-convexidade e chamemos
p=maxPr(z+Ze K) < 1.
x

Entao

—_——

HE [f=] —E[fs]

‘OO < HE [fz] —E [fa]

L <els =11,

Demonstragdo. Como f — f é suportada em K, para cada ponto x € R" fixado a funcao f(z+E) —
f(z + 2) serd nao-nula apenas quando (x + Z) pertencer a K. Mais formalmente, se denotarmos
por 1 a funcdo indicadora do conjunto K, ou seja a funcio que vale um em K e zero fora dele,

E [f(x+5)—f(x+5)] —E [(f(:v+E)—f‘(x+E)) : ]lK(ac+E)].

Podemos majorar f — f em qualquer ponto pelo seu maximo em todo o R™. Ou seja, substituimos
a desigualdade

s iz] <5 [Jr 3], tute 2] =], D = | 1] Pro =10

3.2 Caso risco-neutro Versao 1.0
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Como as fungoes nessas desigualdades sao todas nao-negativas, a norma ||-||, serd igual ao maximo
na variavel . Dessa forma, concluimos o teorema:

HE [fz] —E [fa] .

:mﬂz}xE[fE—fE] <|f-f|, maxPre+zer)=p|lf-j| . O

Uma aplicagdo importante desse resultado é o caso em que o suporte de f — f é compacto e
a variavel aleatéria & tem uma densidade bastante “espalhada”; sem dar probabilidade alta para
nenhuma translagdo de K. Isso implica que a constante p, do teorema 3.3 serd pequena e portanto
o maximo do gap diminuira bastante.

Para o caso especifico em que = é uma variavel aleatoria uniforme, o teorema 3.4 fornece um
resultado assintético que diz que conforme o suporte da = cresce, o gap tende uniformemente a
Z€ro.

Teorema 3.4. Seja f uma funcdo cuja fungdo gap associada € integrdvel, isto é Hf — le € finita,
e seja Zp ~ U(—h, h) uma varidvel aleatoria uniforme. Entdo, no limite quando h tende a infinito,

a diferenca E [fz,] — E [fgh] tende uniformemente a zero. De maneira mais formal:

h—o0 0.

|E (/2] -E 7]

<|[EU=I-E[=]]

Demonstragdgo. Dado qualquer x € R, escrevemos a expressao para a média como uma integral em
[_ha h]

EBle-E)@=g] , faro-ferod

Fazendo a mudanca de variaveis n = x + &, o valor desta funcdo no ponto x serd a média da
fungao gap de f no intervalo de raio h ao redor de x:

(E[ Eh_fEhD(w):i f(n) = f(n)dn

[z—h,z+h]

ff

Como o lado direito independe do ponto escolhido, essa desigualdade vale para o supremo entre
todos os pontos.

//\

ap (2 ]} = & -], =0 :

zeR

3.3 Caso risco-avesso

Na equagao (3.2), a fungdo de custo futuro foi definida como a média do custo de cada cendrio
possivel no préximo estagio. Para modelar aversao ao risco, substituimos o valor esperado nessa
definigdo por alguma outra medida de risco p,

Qi—1(w—1) = p(Qe(ze-1,E1)). (3.6)

No que segue, consideraremos apenas uma classe especial de medidas de risco ditas coerentes.
Como exemplos destas, podemos citar o préprio valor esperado, o méaximo entre todos os cendrios
e o CVaR.

3.3 Caso risco-avesso Versao 1.0
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Definigao 3.6. Uma medida de risco coerente é uma funcdo p definida sobre as varidveis aleatorias
satisfazendo

e Monotonicidade: Se X <Y entao p(X) < p(Y);
e Equivaridncia por transla¢io: Dada qualquer constante a, p(X + a) = p(X) + a;

e Convezidade: Dado qualquer X € [0, 1],

pPAX +(1=NY) < Mp(X) + (1= N)p(Y);

e Homogeneidade: Dada qualquer constante t = 0,

p(tX) = tp(X).

As propriedades necessarias para uma medida de risco ser coerente as tornam muito parecidas
com o valor esperado quando utilizadas em problemas de otimizacdo. De fato, essas medidas de
risco podem ser representadas como o supremo do valor esperado em relacdo a alguma familia de
probabilidades

p(X) = supE, [X]. (3.7)
nepP
A equacdo acima é conhecida como a representagdo dual para medidas de risco coerentes e a familia
de probabilidades P define unicamente a medida de risco p.

A seguir, demonstramos que todas esses medidas de risco satisfazem um resultado similar ao

teorema 3.1 para convexificacdo da funcdo de custo futuro.

Teorema 3.5. Seja Q(z,Z) uma funcio aleatoria com incerteza Z e p uma medida de de risco
coerente, entao

pleonv Q(, ) < conv p(Q(, ) < p(Q(r,E)).

Demonstragdo. Vale para cada realizagao £ da variavel aleatéria = que

conv(Q)(z,§) < Q(x, ).

Essa desigualdade é preservada pela aplicacdo da medida de risco p:

p(conv(Q)(z,E)) < p(Q(x,E)).

Como cada fungdo conv(Q)) é convexa e p é convexa e mondtona, a sua composi¢do p(conv @) é
uma func¢do convexa que estd abaixo de p(Q), e, portanto, também estd abaixo de sua relaxacao
convexa conv p(Q). Com isso, obtemos que

pleony Q(x, E)) < conv p(Q(, ) < p(Q(x, E)). O

Esse teorema também pode ser interpretado em termos do gap da medida de risco, como de-
monstrado no coroldrio abaixo. Nesse caso, como a medida de risco ndo é linear, um termo a mais
aparece na desigualdade.

Corolario 3.3. Seja Q(z,Z) uma funcdo aleatdria com incerteza = e p wma medida de de risco
coerente, entao

p(Q(x,E)) — pleonv Q(,5)) < p(Q(x, E)) — conv p(Q(z, Z)) < p(Q(x, =) — conv Q(, F)).

3.3 Caso risco-avesso Versao 1.0
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Demonstragdo. Segue do teorema 3.5 que

plconv Q(z, E)) < conv p(Q(z, E)).

A primeira desigualdade do enunciado é obtida ao subtrairmos ambos esses termos de p(Q). Para
a segunda desigualdade usamos o fato de que p é subaditiva. Dai temos que

p(@) =p(Q—-Q+Q)<p(@Q—-Q)+ Q)

Reorganizando os termos,

%

p(Q) — p(Q) < p(Q — Q).

3.3.1 Ruido aditivo e medidas de risco

Da mesma maneiro que na secdo 3.2.1, restringiremos nossa atenc¢ao a ruidos aditivos, isto é fungoes
aleatorias com a forma

Qz,5) = fz(z) = f(z + E).

No caso avesso ao risco, ndo existe um resultado andlogo ao teorema 3.2 que seja valido para
qualquer norma mondétona e invariante por translagdo. Contudo, se restringirmos a nossa atencao
a norma uniforme |||, a limitacao superior pelo gap da funcao transladada permanece vélida.

Teorema 3.6. Dada uma medida de risco coerente p e uma funcao f, vale que

R

|o(r2) = p(72)

v

L, < |otr2) = pti2)

’oo < HP(fE ~ f=)

o <17

Demonstragio. As duas primeiras desigualdades seguem do corolario 3.3 e do fato de que ||-[|., é
uma norma mondtona.
Para a dltima desigualdade, utilizaremos a representacao dual de p. Isto é, escreveremos

p(X) = supE, [X]
pepP

onde P é um conjunto de probabilidades que determina a medida de risco p. Também repare que
como f — f é ndo-negativa, segue da monotonicidade de p que

fe=fz220 = p(f=— f=) = p(0) = 0.

Portanto podemos usar que supremos comutam para escrever

HP( E fE)

‘OO = sup ‘P(fa ~ fz)
= supp(fs - =)

= supsupE, [fa - fa]

T pueP
= supsupE,, [fa - fa]
peP T
gl - 2]
neP o

3.3 Caso risco-avesso Versao 1.0



Aceleracao de convergéncia — Relatério Final 31 /80

Usando o fato de que ||| é convexa, podemos aplicar a desigualdade de Jensen & equacdo anterior.
Além disso, a invaridncia por translaciao implica que
OO:|

-~z |71,

HeP

Hp(fa—fa) fe—f=

<o
HeEP

Como o valor esperado de um valor deterministico é ele mesmo, concluimos que

HP( e fE)

o<l =7, .

4 Medidas de nao-convexidade

4.1 Medidas de nao-convexidade para funcoes diferenciaveis

uponhamos, por ora, que f é uma funcdo duas vezes diferenciavel. Nesse caso, existe uma nocao
S h , , f d dif 1. N , t

pontual de convexidade da qual podemos nos aproveitar. Uma funcio f duas vezes diferenciavel é
dita convexa no ponto x se

f'(x) = 0.

Assim, a parte negativa de f” também d4 informacao sobre a nao-convexidade da f. Para facilitar
a notagao, definiremos as partes positiva e negativa de uma funcado f como

I+ :max<f70)7 f- :—min(f,O),

que sao duas func¢des ndo-negativas que satisfazem f = f, — f_.
A partir dai, as mesmas normas da se¢ao 3.2.1 podem ser usadas novamente, porém com [f”]_
ao invés da diferenca f — f. Alguns exemplos sdo:

1. O menor valor atingido pela segunda derivada da f: inf, f”(x) = sup,[f”]-(z).

2. O volume da regido onde f” é negativa: {[f”]_ dx;

Os dois teoremas abaixo sao resultados andlogos aos do teorema 3.2 para o volume e valor
minimo da parte negativa da segunda derivada.

Teorema 4.1. Seja Q(x,Z) uma fungio aleatdoria duas vezes diferencidvel, entdo

[E[Q]"]- <E[[Q"]-].

Demonstragdo. Trocando a ordem de diferenciagdo com o valor esperado, temos que

[E[Q(z,5)]"]- = [E[Q"(z,D)]]-.

Agora reparemos que a parte negative é definida como o maximo de fungdes lineares, [z]- =
max{—x,0}, portanto é uma fungdo convexa. Isso diz que podemos aplicar a desigualdade de
Jensen a equacao anterior e obtemos

[E[Q(z,5)]"]- = [E[Q"(z,D)]]- <E[[Q"(=,E)]-].

Com isso, concluimos o teorema. ]
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No caso de ruido aditivo, Q(z,Z) = E [fz], esse teorema pode ser modificado para dar uma
estimativa em termos da fung¢do transladada f.

Teorema 4.2. Seja f uma fungdo duas vezes diferencidvel e ||-|| uma norma mondtona e invariante
por translacio. Entdo

| L= | < -]

Demonstragao. Da monotonicidade da norma ||-||, temos que esta tltima desigualdade é preservada.
Usando isto e a convexidade da norma obtemos que

| [£=11-|| < 1B (211 < E (IR

A invariancia por translacio e o fato de que a esperanca de uma funcéo deterministica é ela mesma

implicam que
E [I1f21-1] = E [ 11 = N1 -

Com isso, concluimos o teorema. ]

Um comentdrio importante a se fazer é que por mais que E [ fz] tenda a ser uma funcio suave
pelas propriedades discutidas em 2.2 e 2.3, ndo ha nada que garanta que a funcao original f tenha
alguma regularidade. Muito pelo contrario, as func¢des de valor 6timo que aparecem nas aplicacoes
do setor elétrico normalmente sdo funcoes lineares por partes ou minimos de fungoes convexas. A
regularidade que estas funcdes apresentam é apenas serem continuas.

Todavia, nesses casos menos regulares podemos estender a nogdo de segunda derivada de forma
que ela ainda contenha informacdo sobre a nao-convexidade da funcdo f. Essa definicdo serd
dada na secdo 5.2, onde construiremos o formalismo da teoria das distribui¢bes. Veremos que
a segunda derivada de uma funcdo continua é sempre uma medida e que, assim como fungoes,
podemos decompd-la em uma parte positiva e outra negativa. Por mais que essa parte negativa
nao esteja necessariamente definida ponto a ponto, ela pode ser aplicada a conjuntos e nos dizer o
quao nao-convexa é a funcdo em uma dada regidao do dominio.

A partir dai algumas nogoes se generalizam, como a ideia de volume e o resultado do teorema
4.2, que ainda é valido para funcbes apenas continuas.

4.2 Definicoes e propriedades

Nas secOes anteriores encontramos duas maneiras diferentes de se medir a ndao-convexidade de uma
funcado f: o gap dado pela diferenca entre f e a sua relaxacido convexa f , valida para qualquer
funcdo, e a parte negativa da segunda derivada de f, medida valida apenas quando f é duas
vezes diferencidvel. Vimos também que essas duas medidas de ndo-convexidade sdo reduzidas da
mesma forma quando tomamos médias. No que segue, estudamos as caracteristicas em comum
desses operadores e chegamos a uma definicdo geral de medida de ndo-converidade para a qual as
propriedades de convexificacdo sao sempre validas.

Veremos que esses dois operadores satisfazem um caso generalizado da desigualdade de Jensen,
além de outras propriedades que os tornam bons candidatos para medir a nao-convexidade de
fungdes. Todavia, primeiramente precisamos passar por algumas defini¢Ges.

Definicao 4.1. Um subconjunto K de um espago vetorial V ¢ dito um cone convexo pontuado se
o K ¢ convero;

o K contém todos os seus raios: se x € K entdo para todot >0, tr € K;
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e K ndo contém nenhuma reta. Isto é, se x € K e —x € K entdo x = 0.

A importancia destes conjuntos no estudo das medidas de ndo-convexidade esta no fato de que
todo cone convexo pontuado K induz uma ordem parcial nos elementos de V' definida por

r<gy <= r—yekK. (4.1)
Toda ordem induzida por um cone é compativel com soma e multiplicacdo por escalar,

T<gy = x+v<gy+ov YveV,
r<gy = tr <gty, Vi =0.

Utilizando essas desigualdades conicas, podemos estender a definicdo de convexidade para fungoes
cujo codominio sdo um espaco vetorial e ndo apenas a reta R.

Definicao 4.2. Dado um cone K Y, uma fungdo f: X — Y ¢é dita convexa em relagdo a K ou
K-convexa se satisfaz, para todo X € [0, 1],

fz+ (1= Ny) <k Af(z) + (1= A)f(y).

Usando ordens conicas, podemos chegar a uma definicio geral das propriedades que uma medida
de nado-convexidade deve ter para que seja bem comportada em relagdo a problemas de otimizacao
estocastica.

Definicao 4.3. Uma medida de nao convexidade em um conjunto X de funcées é um operador
M: X —> Y cujo codominio € um espaco munido de uma ordem conica <k e que satisfaz as
sequintes propriedades

o M(f) é zero se e somente se f é convera;
o M(f) =k 0 para qualquer f € X;
o M ¢ convexa em relagio a K.

Teorema 4.3. Seja ) uma funcao aleatoria. Dada qualquer medida de nao convexidade M,

ME[Q]) <k E[M(Q)].

Demonstragdgo. Como M é K-convexa, ela satisfaz a desigualdade de Jensen para qualquer proba-

bilidade. O
Teorema 4.4. Seja M: X — Y wma medida de ndo-convezridade e ||-| uma norma mondtona em
relacio a K. Entdo a fungdo ||-|| o M: X — [0,00] também é uma medida de nao-convexidade.

Na secao 3.2.1, estudamos o caso particular de problemas com ruido aditivo e vimos que alguns
resultados mais finos podiam ser obtidos ao consideramos medidas de nao-convexidade invariantes
por translagdo. No contexto da definigdo 4.3, isso equivale a nos restringirmos a medidas de nao-
convexidade que satisfagam

M(fe) = M(F) (4.2)

para qualquer fungdo f e translacdo £. Para essas medidas de nao-convexidade, temos o seguinte
teorema que diz que a nao convexidade das médias de transla¢des de uma funcdo f nunca é maior
que a nao-convexidade da prépria f.
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Teorema 4.5. Seja f uma funcdo sujeita a um ruido aditivo = e M uma medida de ndo-converidade.
Entao
M(E [fz]) <k E [M(fz)] <k M(f).

Demonstragdo. Da desigualdade de Jensen segue que
M(E [fz]) <k E [M(fz)]
e do fato de M ser invariante por translacio, concluimos que
E[M(f2)] = E[M(f)] = M(f). O

Teorema 4.6. Seja M uma medida de ndgo convexidade cujo codominio estd contido num conjunto
de fungoes. Entdo
IME [fzDlloe <x [EIMF2)]0 <& 7 M)l
onde vy € definida por
7 = sup Pr(z + Z € supp M(f)) < 1.

Demonstragio. Denotemos por K = supp M(f) e por 1x a funcdo indicadora deste conjunto.
Podemos escrever

[E [M(f2)] ()] = [E [M(fz)(x) - Lx(z + F)]].

Majorando a M( fz) pela sua norma uniforme, ficamos com
E [M(f2)] (2)] < M)l E[1k (2 + E)] = [M(f)], Pr(z + E € K).
Tomando-se o supremo de ambos os lados da desigualdade acima, obtemos que

IM(f))oe = sup [E [M(f2)] (2)] < M)l supPr(z + E € K).

Com isso provamos o teorema. ]

Teorema 4.7. Seja M uma medida de ndgo convexidade cujo codominio estd contido num conjunto
de funcoes integrdaveis e seja p a densidade da varidvel aleatoria &. Se p for uma fungdo limitada,

IME [f2])ll <& |E[M(f2)]ll0 <k [l MU -
Demonstrag¢ido. Podemos escrever
B M) + )] = [ M@+ Oule) de.

Aplicando o valor absoluto de ambos os lados desta equacéo,

E[M(f)(z + =)]| = \ [ M+ ouce ds\ < [+ olute) de.

Majorando p pela sua norma uniforme,

[E[M(f)(x+E)]| < IIMIIOOJIM(f)(ﬂerE)I dg. = || pllo M)y

Como o termo direita é uma constante, ele também majora o supremo do termo do lado esquerdo.
Portanto,

[EIMN oo < leellop M - -
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5 Convexificacao de fungoes poliedrais e ruidos discretos

—_—

Dada uma funcdo f e um erro aditivo =, temos sempre trabalhado diretamente com a variavel
aleatéria = e suas realizagdes. Contudo, o objeto pelo qual nos interessamos séo as médias E | f=] (),
que s6 dependem da probabilidade com que cada realizacdo & ocorre e nao da varidvel aleatoria em
si.

Suponhamos por um momento que = tem uma distribuicdo continua. Entao ela induz uma
densidade de probabilidade p no R™. Nesse caso, podemos escrever a expressao para a média como

dependendo apenas de pu:
E[f2] (+) = | f(o+ nle) de (5.)

A principio, essa férmula nao parece nos dar nenhuma informagao adicional sobre E [ fz], contudo
vamos manipuld-la para que fique mais simétrica entre f e p. Chamando fi(z) = u(—=x) e fazendo
a mudanga de variaveis n = x + £ obtemos

E[/2] () = ffmm(n ~x)dn = j F(n)ia — n) dn.

Por outro lado, se a mudanca de varidveis escolhida for n = —¢, a férmula obtida é

E (/2] () = f £ — n)i(n) dn.

As férmulas acima dao os primeiros indicios da simetria que existe em E [fz] (z) em relacdo
a f e fi. Veremos nessa se¢do que o fato de podermos escolher em qual das duas fungoes dentro
da integral o argumento = de E [fz] aparece nos permitird deduzir que E [fz] mantém diversas
caracteristicas boas de ambas as fungdes, como diferenciabilidade e convexidade.

Estudaremos abaixo as propriedades da férmula § f(n)a(z — n) dn, para a qual damos o nome
de convolugao. Nessa se¢do, também escreveremos sempre f i ao invés de E [ fz] para indicar que
s6 dependemos da densidade p em tudo que viré.

5.1 Convolugoes de fungoes

Definicao 5.1. Dadas duas funcées f e g, damos o nome de convolucao entre f e g d fungdo f g
definida por

(f * 9)(x) = f £ —m)g(n) dn.

A partir dessa definicdo, podemos enumerar algumas propriedades da convolugao que a tornam
um objeto muito similar a um produto entre funcdes.

1. Comutatividade: f*g =g =* f;
2. Associatividade: [ (g h) = (f*g)*h;
3. Linearidade: Dado X € R, sempre vale (Af + g) * h = X\(f = h) + g = h.

Demonstragdo. Para provarmos essas propriedades, primeiro reparemos que para qualquer ponto
x podemos fazer a mudanca de variaveis 7 = z — 7. Com isso obtemos que a convolugao f # g é
simétrica entre f e g:

(f * 9)(z) = f £z — n)g(n) dn = f f()gla —7)dr = (g% [)(x).
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A associatividade vem do teorema de Fubini, que nos permite trocar a ordem entre as integrais
abaixo:

7 (o=@ = [ 1 =) U (v —n)h(n)dn}dy
= [ #@ = vyaty ~ nnta) dndy

= f Uf(x —y)g(y — n)dy] h(n) dn
- f Uf((m — ) — Z)g(Z)dZ} h(n) dn

_ f (f * 9)(@ — () di
— [(f +g) = h] ().

Por fim, como a integral é linear, a convolugdo herda essa caracteristica:
(AF +.9) +hia) = [ F(a =) + gl = )] o) d
[ #ta = whtn)an + [ gt~ mhia)
= Af#h(z)+ g h(x) O

Comentario 5.1. Por conta da associatividade, escreveremos f = g = h sem nos preocupar com
parénteses.

Retornado a motivagao das variaveis aleatorias, se tivermos a aplicacao sucessiva de duas incer-
tezas com densidades i e p, a densidade de sua soma serd a convolucao entre as duas densidades:
w* p. Nesse contexto, a comutatividade e associatividade representam o fato de que, para o re-
sultado final, ndo importa a ordem em que as incertezas sdo somadas. Abaixo formalizamos o
significado disso.

Teorema 5.1. Sejam f uma funcdo, T e Z duas varidveis aleatdrias com distribuicdes continuas
cujas densidades sao respectivamente p e p. Entdo

Elfris] = f=p=p.

Demonstragdo. Primeiro reparemos que, pelo teorema de Fubini, podemos iterar a média entre
diferentes variaveis aleatérias:

E[friz] = Ex [Ez[frie | E =¢]].

Fixando uma realizagdo £ de =, temos

Elf(x + T+ 8] = f=pla+§) =[f=*ql ()

Se agora tirarmos a média entre todas as realizagGes &, conseguimos o resultado desejado:

E [fa+r] = E[[f = ple] = (f * p) * fi. O
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No nosso caso, outro resultado importante é que a convolugdo com uma fungio nao-negativa
preserva convexidade. Para o problema de convexificacdo de fungoes de custo futuro, no qual
estamos interessados, a convolugdo sempre ocorre entre uma fungdo f e a densidade p da variavel
aleatoria =, que sempre é nao-negativa. Com o teorema 5.2, veremos que se a funcio f ja for
convexa, entdo a média E [ fz] também o sera.

Teorema 5.2 (Convolugoes preservam convexidade). Seja f uma fungio conveza e ¢ ndo-negativa.
Entdo f = ¢ também € conveza.

Demonstragio. Dados dois pontos z,y e um nimero A € [0, 1] segue da convexidade da f que para
qualquer outro ponto z:

fOr+(1=Ny—2)=f(Mz—2)+ (1 =Ny —2) <Af(z—2)+ 1A -Nf(y—2)

Como a ¢ é ndo-negativa, multiplicar por ela e integrar em z nao altera o sinal da desigualdade:

ff()\:c + (1 =Ny —2)¢(2)dz < J)\f(x —2)+ (1 =N f(y— 2)p(2)dz.
Na notacdo: f = p(Ax + (1 —N)y) < Af = d(x) + (1 — A) f = d(y). Ou seja f = ¢ é convexa. O

Corolario 5.1. Seja f uma funcdo qualquer e ¢ tal que f* ¢ é convexa. Ou seja, ¢ convexifica f.
Entdo para qualquer outra v = 0, ¢ = também convezxifica f.

Demonstragio. Pela associatividade da convolugao f = (¢ x 1) = (f * ¢) x1. Como f * ¢ é convexa
e 1 =0, o teorema 5.2 diz que f = (¢ = 1)) também é convexa. O

Esse corolario é interessante pelo seguinte fato: digamos que temos uma funcdo ndo-convexa
f(z) cujo argumento z sofre um erro aditivo E. Se soubermos que E [fz] é convexa, entdo para
qualquer erro adicional que somarmos a x, a fungdo continuard convexa. Ou seja, qualquer erro
¥ = =+ T também convexificara f.

Por conta desse resultado, sabemos que o conjunto das varidveis aleatorias que convexificam
uma dada fun¢do f nunca pode ser “pequeno”. De fato, desde que exista um ruido = que torne
f convexa, todos os elementos do conjunto Pz = {Z+ T | T é uma varidvel aleatéria} também a
convexificarao.

Teorema 5.3 (Derivada da convolugdo). Seja f uma fungio diferencidvel. Entdo, para qualquer
outra funcdo g, f * g também é diferencidvel e sua derivada pode ser calculada como:
0 of
* = %
2 *9) =5

Demonstragdo. A partir da definicdo de convolucdo e da regra de Leibniz para trocar a ordem entre
integracao e diferenciagdo segue que

éjci (fxg)= aii ff(x —m)g(n)dn = f (8i-f(x —77)> g(n) dn. 0

Corolario 5.2. Como a convolugcio é simétrica, o mesmo resultado se aplica quando g é diferen-
ciavel e escrevemos
of 0 0g

9

Corolario 5.3 (Convolugoes suavizam). Se f é k vezes diferencidvel e g é m vezes diferencidvel,
entdo f * g serd k + m vezes diferencidvel.

Olhemos agora para a convolugdo como a média das transla¢ées de uma funcdo f por um ruido
=. Se o ruido tiver uma densidade p suave, entdo a fungao E [fz] = f * [i ndo apenas mantera a
regularidade da f receberd tantas derivadas adicionais quanto a p possuir.
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5.2 Teoria das Distribuigoes

Os resultados da se¢do 4.1 apenas fazem sentido para fungbes diferencidveis e os resultados da
secao 5.1 requerem que a variavel aleatoria = tenha uma distribuicdo continua. Essas restri¢oes sao
muito fortes e dificilmente sdo atendidas por problemas reais, ji que estes contam muitas vezes com
variaveis aleatérias discretas ou mistas e com fungoes de custo imediato que sdo apenas continuas.
Contudo, todos os resultados 14 apresentados podem ser generalizados no contexto da teoria das
distribui¢oes. Essa teoria foi desenvolvida inicialmente por Laurent Schwartz em [Sch66] com o
intuito de estudar as soluc¢oes de equagoes diferenciais parciais no caso de func¢des nao diferencidveis.
Para isso, é necessario generalizar a ideia de derivada estudando o caso em que a derivada de uma
funcao é um objeto mais geral que uma func¢do continua.

Nesta secao enunciaremos alguns dos resultados da teoria que sdo mais importantes para o
estudo da convexificacdo de fungoes de custo futuro. Os teoremas 5.6, 5.4, 5.5 e 5.7 falam sobre
a regularidade da derivada generalizada de fung¢bes. Com eles, veremos que se f é uma funcgao
continua, entdo a sua derivada nunca pode ser um objeto menos regular que uma medida. Além
disso, a condicdo de que uma funcao duas vezes diferencidvel seja convexa se e somente se f” é
sempre nao-negativa pode ser generaliada nessa contexto. Aqui veremos que dada qualquer funcao
f, ela serd convexa se e somente se f” for uma medida nao-negativa.

Além do livro [Sch66], outras referéncias para a construcao completa da teoria das distribuigoes,
assim como as demonstragoes dos teoremas desta se¢do, sdo os livros [H603] e [Fol99].

5.2.1 Distribuig¢oes e derivadas

A ideia central da teoria das distribui¢oes é que podemos trocar a nogao usual de derivada pela de
integragdo por partes em conjunto com um certo tipo de fungao teste. Para os objetivos dessa secao,
as fungoes teste serdao sempre fungoes suaves e de suporte compacto, como descrito na defini¢io 5.2.

Definigao 5.2. Chamamos de funcao teste toda funcdo ¢ infinitamente diferencidvel e de suporte
compacto.

Como elas tém suporte compacto, as funcoes teste sempre sdo iguais a zero para x distante
o suficiente da origem. Portanto, se f for uma fungado diferenciavel, a formula de integragdo por
partes sempre pode ser escrita para qualquer funcao teste ¢ como

ff’d)dx = —ff(;ﬁ’ dx. (5.2)

Repare que embora o lado esquerdo de (5.2) dependa da diferenciabilidade de f, o lado direito ainda
estd bem definido mesmo que apenas ¢ seja diferencidvel. Um exemplo é quando f(x) = |z|, uma
fungdo poliedral e conhecidamente nao diferencidvel. Nesse caso, o lado direito da equagao (5.2)

fica
_f;m(z)’(x)dx —UOOO(—x)éﬁ'(ﬂf)dﬂerf z¢'(x } f i dw+f o

| oot ar

—00

Onde sgn(x) é chamada de fungdo sinal e é uma fun¢do nao continua definida por

sgn(z) = {_1’ v=0 (5.3)

1, x = 0.
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Nesse caso, a func¢ao sinal atua em relagao a férmula de integracdo por partes como se fosse a
derivada da funcgao valor absoluto. Isso motiva a definicdo 5.3, que estende a nocao de derivada
para uma quantidade muito maior de funcoes.

Definicao 5.3 (Derivada fraca). Dada uma fungao f, se g satisfaz

Jg0da =~ | 1o

para toda funcdo funcao teste ¢, entio g € dita derivada fraca de f e denotada por f'.

Um fator importante a se reparar é que, por conta da férmula de integragdo por partes, a
defini¢do de derivada fraca 5.3 coincide com a usual no caso em que f é uma funcao diferencidvel.
Por conta disto, neste texto a nogdo de derivada fraca sera referida como derivada. A derivada
(fraca) também estd bem definida para outras classes importantes de fungdes, como as poliedrais
ou continuas em geral. O teorema 5.4 é um resultado que garante que a derivada de uma funcao
continua sempre define uma funcao.

Teorema 5.4. f é uma fungdo continua se e somente se f' existe e é uma funcio integravel em
compactos.

Contudo, podemos enfraquecer essas definicbes de forma que tenha-se uma nocao de derivada
que nao apenas dé informacao 1util sobre a funcdo f como também esteja definida para qualquer
f. Para isso, é preciso reparar que, dada uma fungao f fixa, multiplicd-la por uma funcgao teste e
depois integrar é um mapa linear das funcoes testes em R. Ou seja, se tivermos T definida por

7;(6) = | fods (5.4)

entao T ¢ linear, pois

Ty(6+ X0) = [ £+ M) do = [ fodz X [ 0do = Ty(0) + XT3 0).
Além dos mapas lineares com a forma da equagao (5.4), podemos considerar todos os funcionais
lineares que levam uma funcao teste em um numero real. A isso, damos o nome de distribuicao.

Defini¢do 5.4 (Distribui¢oes). Uma distribuigdo é um funcional linear continuo no espago das
funcoes teste.

Além de todas as fungdes integraveis em compactos, o espaco das distribui¢des contém diversos
outros objetos, como todas as probabilidades e medidas, por exemplo.

Comentario 5.2. Embora a fungio f e a distribuicio Ty definida na equagio (5.4) sejam objetos
diferentes, para as aplicacoes aqui apresentadas nao precisaremos nos preocupar com essa distingdo.
Portanto, sempre que dissermos que uma distribuicio € uma fungdo f, o verdadeiro significado €
que existe uma distribuiciao Ty que representa f.

A partir disso, definimos uma nocao de derivada que vale para qualquer distribuicdo e que
condiz com a defini¢do 5.3 no caso de estarmos trabalhando com fungées.

Definicao 5.5 (Derivadas de distribuigoes). Dada uma distribui¢io T', chamamos de derivada de
T e denotamos por T', a distribuicdo que satisfaz

T'(¢) = =T(¢')

para toda funcdo teste ¢.
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Repare que, para qualquer T, T’ sempre existe e define um funcional linear, portanto também é
uma distribuicdo. Por conta disso, esse processo pode ser iterado e toda distribuicdo tem infinitas
derivadas. Nesse contexto, o teorema 5.5, analogamente ao teorema 5.4, garante que se f for uma
funcgéo entdo sua derivada serd necessariamente uma medida.

Teorema 5.5. f ¢ uma funcgdo integrdvel em compactos se e somente se ' é uma medida.
Corolario 5.4. f € uma funcio continua se e somente se f” é uma medida.

Um exemplo de fungdo cuja derivada é uma medida e ndo uma funcio é a funcgao sinal apre-
sentada como a derivada do médulo e definida na equagéo (5.3). Nesse caso, a derivada serd dada

B AR L f o

=f e dm—fqb

= [¢(2)]2 — [o( = ¢(0) + ¢(0)
=2</>( )-

Nesse caso, a derivada da funcao sinal é dada pela medida 2 - §g, igual a uma massa pontual de
valor 2 na origem.

Definigao 5.6. Denota-se por 6, a medida de probabilidade que é uma massa unitdiria no ponto p,
definida por
1, peA

%(4) = {0 pe A

Comentario 5.3. Como distribuicdo, 6, atua como

Comentario 5.4. A distribuicio de probabilidade i de toda varidvel aleatoria discreta pode ser
escrita como combinagdo convexa de fungoes 05,. Ou seja, se >,p; =1, entdo

w= széml .

Essas distribui¢oes sdo especialmente importantes pois permitem generalizar diversos resulta-
dos validos para variaveis aleatdrias continuas para o contexto de variaveis aleatérias discretas.
Assim, todos os resultados da secao 5.1 também sao validos para varidveis aleatérias discretas, por
exemplo. Logo, se = tiver uma distribuicao discreta, podemos escrever E [f=] = f* (3 pide,). Mais
geralmente, no contexto de distribui¢des de suporte compacto, todas as propriedades de convolucao
se generalizam e continuam validos.

Um resultado importante no caso diferenciavel é que uma funcio é convexa se e somente se a
sua segunda derivada é uma funcio nao-negativa. Analogamente, no contexto de distribui¢ées, uma
distribuicdo sera uma funcdo convexa se e somente se a sua segunda derivada como distribuicao
for uma medida positiva. Com isso, ganhamos uma nova ferramenta para analisar a convexidade
de uma funcdo que nos permitird generalizar os resultados da secdo 4.1 para o caso de funcoes
apenas continuas. Para isso, precisamos da definicdo 5.7 sobre o que significa uma distribuicao ser
nao-negativa e do teorema 5.6 garante que distribui¢cbes nao-negativas sdo sempre medidas.
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Definigao 5.7. Uma distribuicao T € dita ndo-negativa se, para qualquer funcdo teste ¢ ndo-
negativa,
T(¢) = 0.

Teorema 5.6. T' ¢ uma distribuicio ndo-negativa se e somente se I’ € uma medida ndo-negativa.

A partir do teorema 5.6 e do resultado 5.4, conseguimos uma caracterizacido de funcoes convexas
a partir de sua derivada como distribuigdo, descrita no teorema 5.7. Isso induz uma medida de nao-
convexidade andloga a da secdo 4.1 e serd uma parte importante nas demonstragoes dos teoremas
sobre redugdo de nao-convexidade da segdo 5.3.

Teorema 5.7. f ¢ uma fungdo convexa se e somente se f" é uma distribuicio nao-negativa.

5.2.2 Foérmula dos saltos

Usando o ferramental de distribuicoes, pode-se deduzir uma férmula para calcular a derivada de
funcdes que sdo diferenciaveis a menos de pontos isolados. Esse resultado é conhecido como férmula
dos saltos e diz que podemos calcular a derivada normalmente nos pontos de diferenciabilidade mas
que podem aparecer massas pontuais (os “saltos”) nos pontos de ndo continuidade da fungao. Com
o intuito de facilitar a notacao, definiremos a funcdo de Heaviside H e o teorema 5.8 se escreve em
termos de suas derivadas.

Definicao 5.8 (Fungao de Heaviside). Chamamos de funcao de Heaviside, a funcio definida por

1, =0
H(x)_{o 2 <0

Comentario 5.5. A derivada de H ¢ a func¢do delta no ponto zero. Ou seja, H' = .

Teorema 5.8 (Férmula dos saltos). Seja f uma fungao diferencidvel por partes. Ou seja, tal que
existem f1, fo diferencidveis e um a € R pros quais:

fl(qj)a rT<a

fo(x), z>a ’

f(@) = fi(2) - H(z —a) + falz) - H(a —z) = {

Entdo a derivada de f serd

fr="fH@—a)+f3 H(a—2)+[f2(a") = fi(a”)] da.

Corolério 5.5. Seja f =2, fi- 14, 1 a:)
a sua derivada € dada pela formula

f'= Efl/ a0 Z [fi+1(a;_) - fz(az_)] da;-

onde cada f; é diferencidvel no intervalo (a;—1,a;). Entao

Corolario 5.6 (Derivada do minimo de fungbes convexas). Seja f = min; f;, onde cada f; € uma
funcdo convexra duas vezes diferencidvel. Entao f € uma fungdo continua e definida por partes como

f = Zfz : ﬂ(ai_l,ai)
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cujas primeira e sequnda derivada sdo

/= Z fi- Vayo1,a0) (5.5)
f” = Zfz” ’ H(aiflyai) - Z [fz/(az_) - fz/+1(az+)] Oa; - (5.6)

onde cada f! - L(a;_y,a;) define, pelo teorema 5.7, uma medida positiva com suporte em (aj—1,a;) e

todos os — [ fl(a;) — fl11(a})] b4, sdo medidas pontuais negativas.

A partir do corolario 5.6 temos uma férmula para calcular a derivada de fungdes de valor étimo
de problemas inteiros mistos. Repare que embora a parte que depende das f!' seja sempre nao-
negativa, f” também tem massas pontuais negativas nos pontos em que o minimo “troca” de uma
fi para outra. Essa parte negativa é o que causa a nao-convexidade vista nos exemplos da secao 2.

No caso de fungoes poliedrais, a férmula (5.6) toma uma forma particularmente simples. Como
cada f; é uma funcdo linear por partes, suas segundas derivadas serao massas pontuais positivas
nos pontos de nao diferenciabilidade da f;. Portanto f” serd uma diferenga entre as d,, positivas
vindas da convexidade das f; e as d,, negativas da férmula.

5.3 Reducgao da parte negativa de f”

As funcgoes de valor 6timo que desejamos convexificar normalmente sdo continuas mas nao dife-
rencidveis. Isso impede que resultados como o teorema 4.2 sejam utilizados para essas funcgoes.
Contudo, a partir do ferramental desenvolvido, é possivel generalizar essa resultado para fungoes
que sdo apenas continuas, obtendo que convolugées com medidas de probabilidade sempre dimi-
nuem a integral da segunda derivada de uma func¢do continua. Esse resultado estd enunciado no
teorema 5.10, cujo demonstracao é andloga a do teorema 4.2, mudando apenas que as derivadas
sdo tomadas no sentido das distribuigoes.

Tomando f como uma func¢ido continua, os teoremas 5.5 e 5.4 garantem que a sua segunda
derivada, f”, serd uma medida. Assim como separdvamos a segunda derivada de uma funcao
diferenciavel em partes negativa e positiva, existe um resultado, chamado Teorema de Hahn-Jordan,
que diz que qualquer medida pode ser decomposta na diferenca entre duas medidas positivas cujos
suportes nao se interceptam. Aqui apenas enunciaremos o teorema, cuja demonstracdo e outras
aplicagbes podem ser encontradas na literatura de teoria da medida como em [Fol99, Fis12].

Teorema 5.9 (Decomposicao de Hahn-Jordan). Seja p uma medida. Existe uma inica decompo-
$1¢a.0
= s — o (5.7)

onde pi4, p— sdo medidas positivas cujos suportes nao se interceptam.

Corolario 5.7 (Minimalidade da decomposi¢do de Hahn-Jordan). Qualquer outra decomposicio
de uma medida p como diferenca de medidas positivas terd componentes maiores que a de Hahn-
Jordan. Ou seja, se podemos escrever = X — v para X\, v positivas, entdo

AZ g, VZpo.

O corolario 5.7 diz que a parte negativa de uma medida, definida na equagao (5.7), é menor
que a parte negativa de qualquer outra decomposicao desta medida. Para o teorema a seguir,
aplicaremos essa decomposicgao a segunda derivada da (f # u)” e a majoraremos pela parte negativa
de f”, de maneira andloga ao que foi feito na demonstragio do teorema 4.2.
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Teorema 5.10. Seja f uma funcdo continua. Dada qualquer medida de probabilidade p, vale que

[ < -

Demonstracio. Como f” é uma medida, ela pode ser decomposta como a diferenca entre uma parte
positiva e outra negativa. Assim, existe uma decomposicao minimal garantida pelo teorema 5.9 e
cujas componentes estao abaixo de qualquer outra decomposicao de f”. Denotamos essa decompo-
sicdo e a de (f * u)” (que também é uma medida) por

f//:)‘-i-_A—a
(F o) = vy — v

Onde Ay, A_,v,,v_ sdo medidas ndo-negativas. Usando a formula para derivadas de convolugdes,
a medida (f = )" também aceita outra decomposigio alternativa dada por

(frm) =f"sp=0 =A)sp=A s p—A_=p.

Da propriedade de minimalidade da decomposicao de Hahn-Jordan segue que v; e v_ sdo menores
que as componentes de qualquer outra decomposicao de (f * u)”. Ou seja,

A_xpu=v_.

Por fim, como p é uma medida de probabilidade, uma aplicagdo do teorema de Fubini e a
monotonicidade da integral nos dizem que

R ES e 0

Comentario 5.6. Repare que embora o teorema 4.2 sobre normas da sequnda derivada possa ser
generalizado para o caso nao diferencidvel ao usar a norma 1, ndo € possivel encontrar nenhum
andlogo ao teorema para a convexificacdo na norma do supremo. Isso se dd pelo fato de que podemos
apenas garantir que f” serd uma medida para a qual embora a nogio de integral seja sempre bem
definida, ndo hd andlogo claro da definicao de supremo no caso em que f” nao é uma funcdo.

Em aplicagoes computacionais, nem sempre é possivel trabalhar diretamente com a variavel
aleatéria Z. Ao invés disso, é necessério considerar uma varidvel aleatéria discreta = que aproxime
Z em um numero finito de pontos. Ou seja, = terd uma distribuicdo de probabilidade da forma
u = >, pide,- A partir dai, surge a pergunta se as propriedades de convexificacdo de = também
serdao validas, mesmo que parcialmente, para =. Os teorema 3.2 e 5.10 garantem que a convolugao
de uma funcéo f com a distribuicio de = sempre diminui a nio-convexidade de f. Contudo, o
resultado do teorema 5.11 diz que se f for minimo de fungées diferencidveis, a funcdo f % v nunca

pode se tornar totalmente convexa se u for uma probabilidade discreta.

Teorema 5.11 (Fungbes suaves nao sao convexificadas por distribuigdes discretas). Seja f =
min; f;, onde cada f; € uma funcdo convera cuja sequnda derivada € uma funcao. Entdo ndo existe
nenhuma probabilidade discreta u = chégj para a qual (f *u)” = 0. Em outras palavras, f ndo
pode ser convexificada por distribuicoes discretas.

Demonstragdo. Como f é minimo de fungdes convexas, ela é continua e existem intervalos disjuntos
(ai,a;+1) nos quais ela é igual a alguma fungao convexa f;. Ou seja,

[ = Zfz‘ L1 ai]-
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Usando a férmula dos saltos, a continuidade da f da as seguintes formulas para suas derivadas:

f/:Zfi/']lai 1,ai)?
"= Zfz” T (ai—1,a4) +Z fz+1( )]

<0

Como f é minimo de fungbes convexas, cada um dos saltos na derivada é negativo. Convoluindo
com 1 obtemos por linearidade que:

(fru) = f" ww =3 Ly = wt (3= [F07) = S (ai)] - 60, )

= Zf-” Ao * (D e ) + (S = [H7) = Flaa(@)] -0, ) + (D esde,)
Z - 5] al 1+xj,a;+&5) _ch [fz/(az_) - fz/Jrl(a;r)] ' 5ai+§z

~
parte integravel e positiva parte discreta e negativa

Pela férmula acima, (f * u)” é uma medida. Portanto, podemos aplicd-la ao conjunto {a; + &1}
e apenas a parte negativa serd nao-nula:

(f *w)"(far + &1}) = —e1 [filar) — f(a])] <O.
Logo f x u nao é convexa. O

Uma consideragao a se fazer é que as fungdes de valor 6timo de problemas inteiros mistos sao
sempre da forma f = min f;, onde cada f; é solucdo de um problema de otimizagdo com apenas
variaveis continuas. Portanto, se as f; forem diferencidveis, ndo ha nenhuma aproximacao discreta
de = que torne f convexa. Repare que no caso de programas lineares, as f; serdo fungoes poliedrais
e f ainda pode ser convexificada por Z, como pode ser visto no exemplo da figura 2.12. Além disso,
como vimos no exemplo da figura 2.17 é razodvel esperar que a presenca de um niimero significativo
de cenarios seja capaz de reduzir o gap de dualidade mesmo que a convexificagdo complete da funcao
nao seja possivel.

6 Algoritmos de planos cortantes para fungoes nao-convexas

Vimos, nas segoes 3, 4 e 5, diversos resultados relacionando a relaxagio Lagrangiana da média Q(z)
de fungoes Q(z,&;), correspondentes a diversos cendrios de um problema de otimizagao estocastico,
e a média das respectivas relaxagoes Lagrangianas. Em especial, destacamos o teorema 3.1, que
mostra que a relaxacdo Lagrangiana de Q estd mais préxima de Q do que a média das relaxacoes
Lagrangianas de cada uma das Q(x,&;). Para o caso de ruidos aditivos, em que Q(x,&;) = f(x+&;)
para uma funcio f dada, vimos que o gap entre a funcio média Q e sua relaxacio Lagrangiana
conv Q pode ser bastante menor do que o gap entre f e conv f, como no caso do teorema 3.4, onde
a média é tomada sobre conjuntos de incerteza suficientemente grandes.

De forma geral, observamos que sempre temos a seguinte desigualdade, que explicita a qualidade
da aproximacdo de Q = E[Q] em funcio da ordem com a qual se calcula a média e a relaxacio
Lagrangiana:

E [conv(Q(x, ))] < conv(E [Q(z,5)]) < E[Q(x,Z)] = O(x). (6.1)

onde denotamos por conv(¢) a relaxacdo Lagrangiana de uma fungdo ¢, visto que a relaxacao
pode ser obtida ao tomar o fecho convexo do epigrafo de ¢. Observe que a relaxacdo Lagrangiana
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conv(Q(z,=Z)) deve ser efetuada apenas em relagdo a varidvel x. A “mesma” desigualdade vale se,
em vez da média, tomamos uma medida de risco, como demonstrado no teorema 3.5.

Estes resultados corroboram os diversos exemplos da secdo 2, onde a média Q(x) podia ser
convexa mesmo quando as fungoes Q(z,&) eram nao-convexas. Adicionalmente, nos casos onde
Q(x) resultava nio-convexa, que esta possufa aproximacoes convexas muito melhores do que a
média das aproximagoes convexas das correspondentes Q(x,§).

Nesta secao, motivados pelos resultados destacados acima sobre a convexificacdo da funcao
de custo futuro pela incerteza Z, e pela desigualdade fundamental (6.1) apresentamos algumas
modificagoes para o procedimento de célculo de cortes em programagao dindmica dual estocastica.
Estudaremos 3 tipos de cortes, a saber os cortes de Benders, cortes Lagrangianos e cortes de Benders
reforcados, e observaremos como o procedimento de calculo destes cortes deve ser alterado segundo
calculemos o termo intermedidrio conv(E [Q(z, E)]), correspondentes & formulag¢io conjunta, ou o

—_
i

termo inferior E [conv(Q(z, Z)], correspondente & formulagio decomposta.

6.1 A relacao entre cortes e relaxacao Lagrangiana

O algoritmo de programacao dual dindmica estocéstica pode ser resumido, de forma bastante
genérica, na iteragao alternada entre duas etapas, conhecidas como forward e backward:

Forward Seleciona-se, para cada estagio de 1 a T, uma realizacdo da incerteza, gerando assim um
cendrio: um caminho do primeiro ao ultimo estagio na arvore de incertezas;

Backward Em seguida, para cada estagio t desde T'— 1 até 1, obtém-se um corte para a funcao
£ a partir da estimativa da fungdo de custo futuro avaliada no estado final do estégio .

Relembremos a equacio (2.2) que da a funcao de custo futuro Qs(x;_1) em funcio das varias
fungoes valor 6timo Q(xi—1,&):

Qt(l't—l) =E [Qt(ﬂft—l, Et)] .

Observe que, para uma dada realizagao & da incerteza, Q;(z;—1,&) é uma fungdo de z;_1 apenas,
que poderia ser indicada por Q¢, (x;—1). Para simplificar a notagéo, iremos denotar x;_1 por Tiui,
e consideramos um conjunto de indices I para os cendrios {} }ies, de forma que podemos escrever

Q(Tini) = E [Qi(zini)] ,
também omitindo os indices designando o estégio.

Comentario 6.1. FEsta notacdo para Q; pode induzir uma pequena confusdo, pois habitualmente
o indice em Q indica o estdgio t, e ndo o cendrio & escolhido. Entretanto, o foco desta segdo,
como também nas segdes anteriores, é a transformacio das diversas Q; em Q através da média
(ou medida de risco), e ndo a dindmica através de todos os estdigios. Além disso, iremos comparar
estas funcoes e suas respectivas relazacdes convezas, conv @Q; e conv Q, todas elas funcées apenas
da varidvel de estado inicial x;. Se mantivéssemos a notagio Q(xin; &), teriamos que sempre
enfatizar que se trataria de uma “relaracio convexa parcial”, apenas ma primeira varidvel, e a
notag¢io conv Q(x g, &) poderia ser ambigua.

Tradicionalmente, os algoritmos de planos cortantes utilizados para resolver problemas convexos
de programacio estocastica multi-estagio se baseiam em aproximar a funcio de custo futuro Q por
meio do célculo de cortes para as fungoes (J; correspondentes a cada cenario &;. Ou seja, decompoe-
se o problema “do estigio seguinte” em cada um dos cendrios &;, calcula-se um corte para cada Q;,
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e depois encontra-se um corte médio, valido para Q. Mais ainda, devido & convexidade das funcoes
em questao, é possivel mostrar que este corte é exato: o valor em xj,; do corte coincide com a média
do valor calculado em cada cenario.

Ora, no caso nao-convexo, esta decomposicao nao resulta, necessariamente, em cortes exatos.
De fato, um corte para a funcao Q); esta certamente abaixo de conv ();, e portanto sua média estara
abaixo de E [conv(Q;)], que pode ser diferente de Q = E [Q;]. Assim, a equacdo (3.3) indica que
calcular cortes diretamente para a funcdo de custo futuro, sem decompd-la em cendrios, fornece
melhores aproximagoes, pois estas estao limitadas apenas por conv E [Q;], que pode ser maior do
que E [conv Q;]. O processo de calcular cortes para a formulagdo conjunta requer um maior esforgo
computacional mas garante uma maior reduc¢ido no gap.

Se aproximamos cada uma das Q;(Zini) por planos cortantes, o melhor que podemos obter é a sua
regularizagdo convexa Qi(xini), (cf. Definigao 3.1). Dali, ao tomarmos a média destas aproximagoes,
esta daréd, novamente na melhor das hipdteses, um gap médio:

Q(xini) — E [conv Q;(zini)] = E [Qi(zini) — conv Qi (Zini)] - (6.2)

Entretanto, podemos tentar aproximar diretamente a funcao Q(azmi) por planos cortantes, isto
é, sem decompor o “estigio seguinte” em um problema para cada cenério &} e resolvé-los separa-
damente, mas sim tentar resolver uma formulacdo com todas as realiza¢bes simultaneamente. Isso
nos permitird calcular cortes para Q. No caso em que esta tltima é convexa, apesar de as Q;
ndo o serem, estes cortes seriam capazes de representar Q com gap zero. No caso geral, o erro de
aproximacao sera

Q(zini) — conv Q(Zini),

que, como vimos nas se¢oes 2 e 3, pode ser bem menor do que o gap médio dado pela equagao (6.2)
acima, de acordo com diferentes normas usadas para quantifica-lo, como explorado na se¢ao 3.2.1.

6.2 Formulagao dos problemas para geragao de cortes

Uma forma tipica de se obter um corte para uma funcao de custo futuro é através da solugdo dos
problemas do estagio seguinte, cada um deles fornecendo um corte por dualidade, e em seguida
calculando o corte médio. Vejamos esta parte em mais detalhes, a comegar pela equagao (2.1) que
descreve cada uma das ;. Em nossa notacao, temos:

Qi(xini) = guyn cla; +dy; (6.3)
s.a Az;+ By, = b+ Txym; + w;,
(z,y)eD

onde retiramos a dependéncia em ¢ e efetuamos o produto W¢; = w; para a incerteza.
Também poderiamos considerar todos os problemas @; simultaneamente. Neste caso, obtemos
diretamente uma expressao para O:

O(ini) = gllyn Yupi(clz +d y) (6.4)
s.a Axz; + By, = b+ Txin; + w;, Ve,
(zi,yi) € D, Vi

Esta formulacio contém todos os cendrios ao mesmo tempo, e por isso contém todas as variaveis
de decisao (x;,y;) correspondentes simultaneamente.
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6.2.1 O caso da programacao linear

Suponhamos que nao temos restrigoes de integralidade, de forma que, para cada i, o problema de
otimizagdo (6.3) é um PL apenas com varidveis continuas. Suponhamos agora que resolvemos cada
um deles para um valor de zi; dado. Por dualidade forte, valida no caso em que o valor 6timo é
finito, temos que

Qi(@ini) — Qi) = ] T(wini — ay)

onde 7; é o multiplicador de Lagrange correspondente a restricao
Az + By = b+ Tz + w;.

Ao efetuar a média de todas estas desigualdades, multiplicando pelas probabilidades p; de cada
cendrio, obtemos:
Q(wini) — Q) = 7' T(wimi — ),
onde 7 é a média ), p;m; dos multiplicadores de Lagrange.

Ao considerarmos a formulacio conjunta para Q como visto em (6.4), obtemos diretamente uma
desigualdade para Q. Note que a varidvel zjy; aparece em cada uma das restricdes para os cenarios,

dando origem a um multiplicador de Lagrange v; para cada uma delas. Assim, obtemos:

T T
S ([ Ak T T * * T *
Qwini) — Qi) = [, vy, | T | (wimi — 25) = (2 Vi) T(@ini — i) =V T (@ini — Tii)-
: i
Dado m = >, p;m;, é sempre possivel escolher multiplicadores v; no problema (6.4) de forma
que v; = p;m;, € portanto @ = v. Mas isto ocorre apenas no caso de PL. A seguir, veremos
como as formulacoes decompostas e conjuntas diferem no caso de problemas inteiros-mistos, onde
analisamos trés métodos para obter cortes validos em problemas nao-convexos.

6.2.2 Geracgao de cortes de Benders via relaxacao linear

Uma primeira técnica para obter cortes validos para problemas inteiros-mistos é através da relaxacgao
PL do problema (6.3). Nestes casos, o dominio D é dado pela intersecdo de um poliedro P e de
algumas restrigoes inteiras, que designamos por X. A relaxacdo PL é obtida ignorando as restri¢ées
em X, e portanto aumentando o conjunto vidvel. O problema resultante é designado por Q; .p(Zini),
e sempre temos a desigualdade Q;(Zini) = Qi LP(Tini)-

Podemos usar dualidade para o problema relaxado, como descrito anteriormente. Como esta
relaxagdo dd uma funcado de valor 6timo Q; 1p(Zini) convexa, teremos entdo as desigualdades

Qi(Tini) = Qi,Lp(Tini) = Qirp(Thy) + 7 L pT (Tini — ),

que fornecem um corte véalido para @);, mas que pode ter um grande gap em xj,;, que depende de
quao boa é a aproximac¢ao @Q; 1,p(Zini) para Q;(zini). Novamente, tomamos o corte médio para obter
um corte para Q, e o gap resultante serd

Zpi (Qi(ini) — Qi,Lp(Tini))-

Também poderiamos usar a formulacdo conjunta e obter apenas um corte, diretamente, para
Q, também relaxando as restricdes de integralidade. Como a relaxacio ird afetar todas as decisoes
(x4,v:), o problema conjunto relaxado sera equivalente a média dos problemas de cada cenério, e
ambos serdo PLs. Assim, por um argumento similar ao caso convexo, o corte obtido serd o mesmo.
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6.2.3 Geracgao de cortes via Lagrangianas

Os cortes de Benders sao de obtencao relativamente simples, mas o gap Q;(zini) — Qi Lp(ini) pode
ser bastante significativo. Ora, @); p é uma fungao convexa, que ¢ menor do que ou igual a @,
logo ela também é menor do que ou igual a Q, Como esta ultima tem, por definicdo, o menor gap
possivel para uma aproximacao convexa, poderiamos tentar aproximar (); por Ql Isto é possivel
usando cortes Lagrangianos, que ja foram tratados nos relatorios anteriores devido ao seu uso no
SDDiP. Recapitulamos aqui sua formulagao.

Definicdo 6.1 (Lagrangianas e convexificagdo). A Lagrangiana da fungao Q;(x;), descrita pelo
problema de otimizagio (6.3), € a fungdo

Li(xini, u, o, T, y) = clo+dy+ UT(QL’O — Tini),

e a Funcao dual de Lagrange serd

gz(xzn'wu) = .Irgl.irny Li(xini7u7$07x7y) (65)
s.a Ax+ By =b+ Txq+ w;,
(z,y)e D

Esta construcao corresponde a relaxacao Lagrangiana da restricdo xzg = xjy; do seguinte pro-
blema de otimizacao, equivalente a (6.3):

Qi(Tini) = min ¢’z +d'y (6.6)

zo,T,Y
s.aa Ax+ By =0b+ Tz + w;,
L0 = Zini,
(z,y)e D

Observe-se que, ao contrario da relaxacdo PL, ndo ignoramos as restrigoes de integralidade presentes
em D.

Proposicao 6.1. A relaxacdo Lagrangiana de Q; pode ser calculada pelo problema de otimizacao
dual

Qi(Tin) = max g (Lini; ). (6.7)

A parte importante da construcdo da relaxacdo Lagrangiana é que, para i, fixo, as fungoes
9i(Zini, ) sd0 cdncavas em u, como minimo de fungdes lineares em u. Portanto, o problema de
otimizagdo em (6.7) é um problema bem-posto de otimizagao convexa.

Mais ainda, como podemos separar o termo —u ' iy de L;, que é independente da minimizacio
em (6.5), as fungdes g;(xini, ) sdo lineares em zjy;, e portanto Qi(xmi) é uma funcio convexa de
Tini, como maximo de uma familia de fungdes convexas.

Assim, temos um problema de otimizacao que da Qi, a relaxacdo Lagrangiana de ();, e portanto
sua melhor aproximacao convexa. Esta melhoria em comparacao com a relaxacao PL, Q; 1.p, vem de
considerarmos, ainda que de forma indireta, devido a sobreposi¢ao de dois problemas de otimizagao,
as restrigdes de integralidade do dominio. Um exemplo de fungdo @;, sua relaxacdo PL e sua
relaxacdo convexa pode ser visto na figura 6.1.

A partir da solu¢do do problema de otimizagdo em (6.7), para z; dado, é possivel determinar
um corte para Qi, e consequentemente um corte valido para Q);:

Qi(Tini) = Qy(wing) = Qz(iﬂfm) + 1] T(wims — 25y
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2.5 1

2.0

1.5 1

1.0 A

0.5 1

0.0 1

Figura 6.1: Uma fungdo valor 6timo @), sua relaxagdo convexa Q e sua relaxacdo PL Qpy.

Novamente, ao tomarmos a média destes cortes, obtemos um corte valido para Q. Entretanto,
ainda temos um gap, que serd o gap médio entre QQ; e ;.

Vejamos agora o que aconteceria numa formulacdo conjunta. A construcdo do problema dual
segue os mesmos passos do caso onde os cendrios estdao separados, mas inclui apenas uma vez a
restricdo xiyi = xo na reformulagdo do problema visto em (6.4):

Qaiws) = min 3 pi(c’ @i +d'y,) (6.8)
s.a Ax; + By, = b+ Txo + w;, Vi
(x4,vi) € D, Vi
Lo = Zini

Agora, a Lagrangiana é dada por
L@, u, 20, 24, i) = ¢ (20 — zimi) + Y, pile s+ d yy)
i

e a funcado dual, por

9(Tini, u) = mg%iny, L(%ini, u, 0, Ti, Yi) (6.9)
s.a Ax; + By, = b+ Txg + w;, V1
(z5,vi) € D Vi
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Observe que, ao contrario de (6.4), que é um problema separéavel nas variaveis (z;, y;), a presenca
da varidvel de decisio zo em todas as restricoes de (6.8) torna este tltimo ndo-separavel. E claro
que podemos eliminar esta varidvel, que estd fixa em iy, e obter Q(zini) = 3. piQi(&ini), separando
o problema. Entretanto, ao relaxarmos esta restricdo, para obter a funcdo dual, perdemos esta
possibilidade, e apenas podemos garantir que

9(ini, u) = Zpigi(ﬂﬁini, ).

Portanto, para calcular a funcdo dual g exatamente, teremos que resolver um problema com N
vezes mais varidveis e restrigoes, o que implica um custo computacional maior. Entretanto, como
a relaxacdo Lagrangiana permite calcular a relaxacdo convexa, o corte que obtivermos ao resolver

é(ﬂcim) = max 9(Tini, u). (6.10)

descrevera, de fato, a envoltéria convexa de Q.

O ganho ao se usar a formulacdo conjunta para a Lagrangiana serd a diferenca entre realizar a
média das convexificagbes Qica convexificacio da média, Q. Como vimos nos capitulos anteriores,
esta diferencga pode ser significativa. Por exemplo, no caso em que as fungbes @J; eram nao-convexas,
como quando elasveram translacoes da funcdo W, mas sua média Q era convexa, devido & suavizacio,

0 gap entre Q e Q é zero, enquanto que o gap médio nao serd. Podemos observar esta diferenca na
figura a seguir:

Fungdes valor étimo Efeito da suavizagio

2.0 4 -—W 4 — EQ) 2.0
W conv(E[Qi])
—— E[conv(Qi)]

1.0

0.0

Figura 6.2: Diferenga entre efetuar a relaxacdo lagrangiana antes ou depois de calcular a média.

6.2.4 Geragao de cortes de Benders reforcados

Vimos que os cortes Lagrangianos sao mais precisos do que os cortes de Benders, mas o seu célculo
¢é significativamente mais custoso. De fato, para determinar o multiplicador de Lagrange 6timo,
devemos resolver um problema de otimizagao onde, a cada iteracado, resolvemos o problema inteiro-
misto de cada estagio, em sua formulacao conjunta. Por outro lado, para obter cortes de Benders,
basta resolver a relaxacdo linear de cada estdgio, que é um problema convexo e separavel, o que é
muito mais rapido do que uma tnica iteracao do calculo do corte Lagrangiano.

Um compromisso entre estes cortes é o corte de Benders reforcado. Sua motivagao é o fato de
a funcgdo relaxada ser o maximo de fungoes lineares. Assim, podemos calcular um plano suporte a
relaxacdo convexa de Q calculando § a partir da equacdo (6.9), para um valor de v que nio seja

necessariamente o 6timo para Ziyi. Assim, ndo precisamos calcular u* tal que g(Zini, u*) = Q(zini),
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o que exige diversas iteracoes do algoritmo de subgradiente, e obtemos um plano suporte de Q, que
serd exato em um ponto xf,;, provavelmente distinto de zi,;. Este ponto estard tdo mais distante
de iy quanto for diferente o multiplicador u escolhido do multiplicador étimo w*.

Resta apenas obter uma heuristica para escolher o multiplicador u a ser utilizado. Uma possi-
bilidade natural é utilizar o multiplicador de Benders, cujo cédlculo é, como vimos, simples. Assim,
podemos em uma etapa preliminar resolver a relaxacao linear, separavel, e calcular o multiplicador
médio u para o problema conjunto. Em seguida, utilizando a formulacdo conjunta, calculamos
g(Zini, u) resolvendo o problema de otimizagao inteiro-misto de (6.9). Este procedimento é co-
nhecido como “cortes de Benders reforcados”, exatamente por calcular, primeiro, a inclinacdo do
corte via Benders e, em seguida, “reforcar” este corte, calculando a funcio dual para o problema
inteiro-misto.

Mesmo no caso em que este procedimento é feito para cada uma das func¢bes duais, g;, ha um
ganho pois, como vimos, a relaxacao linear nao é, necessariamente, 6tima, como a relaxacido convexa.
Além disso, no caso em que calculamos g, estamos, de fato, calculando um plano suporte para Q,
o que também nao é necessariamente verdade no caso da média das fungoes duais, ZZ Digi (Tini, Us).

6.3 Geragao de cortes com aversao a risco

No caso de problemas com aversao a risco, ainda vale p(conv Q(z, Z)) < conv p(Q(z, 2)) < p(Q(z, E)),
como mostrado no teorema 3.3. Isso novamente sugere que vale a pena efetuar cortes para
p(Q(z,E)), a fungdo “conjunta”, em vez de cada uma das fungdes Q(z,€). Para calcular um
corte para Q(z) = p(Q(z,E)), é preciso formular esta funcdo como um tinico problema de otimi-
zacdo, da mesma forma que fizemos na se¢do 6.2.3, para em seguida poder construir sua relaxacao
Lagrangeana, e entdo obter um corte, seja Lagrangiano, seja de Benders reforcado. Entretanto, a
soma das func¢des objetivo nao fornece o resultado correto, ja que temos que aplicar uma medida
de risco aos custos de cada cendrio.

Nesta secéo, iremos apresentar como construir estes problemas conjuntos, primeiro de forma
genérica, na se¢ao de representagoes poliedrais de fungdes, e em seguida no caso particular do CVaR,
que sera importante para nossas aplicagoes. Vale ressaltar que estas representagoes poliedrais sao
bastante flexiveis, e por isso sao bastante faceis de combinar para formular func¢des de custo futuro
para medidas de risco construidas a partir de medidas simples.

6.3.1 Representagoes poliedrais e geragao de cortes

Para motivar a construgao das representacoes poliedrais, iremos apresentar, primeiramente, uma
nova formulagdo conjunta, aniloga a da equagao (6.8), que recapitulamos abaixo:

O(zimi) = min > pilc'z; +d'y)

T0,Xi,Yi
s.a Ax; + By; = b+ Txg + w;, Vi
(xia yl) € Da Vi
Lo = Tini

E possivel isolar as fungdes objetivo de cada estagio, p;(c'z; + d'y;), em varidveis ¢; para cada
cenario. Como x; e y; sdo varidveis de decisdo, é possivel formular o problema acima substituindo
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cada termo na funcio objetivo por ¢;, e adicionando a restricdo de igualdade correspondente:

Q(Tini) = mg:l;tl 2 Piti (6.11)
sa Az;+ By; =b+ Txq + w;, Vi
(zi,y;) € D Vi
oy +dMy; =, Vi
Lo = Lini

Também seria possivel incluir as restricbes que determinam ¢; como restricbes de desigualdade, ou
seja,
el + dTyi < t;,
ja que, ao minimizarmos em t;, e como as probabilidades p; sdo ndo-negativas, iremos necessaria-
mente atingir a igualdade.
De forma um pouco mais abstrata, podemos dizer que re-escrevemos a func¢do de custo futuro
Q através do seguinte problema de otimizacao:

Q(Tini) = min 2. piti (6.12)
sa Qxm, &) <t, Vi

onde as fungoes de valor 6timo Q(zini, ;) correspondem a cada um dos cenarios. A formulagao
conjunta pode ser vista como a expansao de Q(zini,&;) “dentro” do problema 6.12, incluindo suas
variaveis e restri¢oes.

Chamamos esta construcao de formulagdo poliedral porque usamos uma representacao da média
ponderada dos custos Q(zini, ) por um problema de otimizagao linear, que fornece, portanto, uma
funcéo cujo epigrafo é um poliedro.

Para o caso de medidas de risco mais gerais, iremos construir a formulacdo do problema de
otimizacao que calcula a funcdo de custo futuro através de representacoes poliedrais destas medidas
de risco. A ideia é construir um problema de otimizagao, similar ao que foi apresentado em (6.12),
mas cuja solugdo, em vez da média dos valores Q(xini, &), corresponda a aplicacao da medida de
risco desejada.

De forma geral, uma funcio f : RY — R admite uma representacio poliedral quando existe um
poliedro P < RY x R que é o epigrafo de f. Neste caso, é possivel calcular f(z) através da solucio
do problema de otimizacao

f(z) = min ¢ (6.13)
sa (z,t)e P
Com tal representagdo, podemos construir um problema de otimizacao “conjunto”
Q(win) = min ¢ (6.14)
s.a Q(Tini, &) < tiy, Vi
(T,t)e P
onde o vetor T' contém todas as realiza¢oes das fung¢oes de custo futuro Q;: T = (t1,t2,...,tN).

Um exemplo de medida de risco com representagdo poliedral é o médximo: dados N valores t;,
o maximo entre eles pode ser calculado pelo problema de otimizacao linear

max(t;) = mtin t (6.15)
(2

sa t=t; V1
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e assim, naturalmente, se quiséssemos calcular max;[Q(zini, &;)] bastaria resolver

mtin t
S.a Q(xini7§i) < tia Vi
t =t Vi

Esta forma pode parecer simples, mas de fato a descricdo do poliedro P poderia ser bastante
complexa. Um exemplo tipico é dado pela funcio f(x) = maxi{ciTx + d; }, que corresponde ao
poliedro

P={(x,t)|c¢]z+d; <tVi}.

Se a quantidade de “cortes” cl-T x + d; for muito grande, a complexidade de representacdo pode
também ser muito grande.
Por isso, estende-se a nocao de representacao poliedral para se permitirem varidveis auxiliares
ue RM:
f(z) = min ¢t (6.16)

t,u

sa  (z,u,t) € P

onde P agora é um poliedro em RY x RM x R. Em diversas ocasides (e, em especial, para o CVaR,
como veremos na se¢ao a seguir) a descrigao de P pode ser muito menos complexa do que a de P.
Além disso, como a projecio de um poliedro ainda é um poliedro, e como P é a projecio de P em
RY x R, vemos que esta extensio para varidveis auxiliares nio adiciona novas funcoes & classe das
que admitem uma representacao poliedral: ela apenas permite avaliar f com menor complexidade
computacional, se () possuir uma descricdo mais simples do que P.

Da mesma forma que fizemos na passagem de (6.12) para (6.14), podemos usar esta formulacao
mais geral para obter um problema de otimizacdo tinico que calcule f(T') onde os valores t; em T
correspondem aos custos de cada um dos cendrios, Q(Zini, & ):

f(Q(zims, &) = gtl}% t (6.17)
sa Q(zini, &) < t, Vi
(T,u,t) e P

Um exemplo interessante deste fenémeno é dado pela fungao si(z) que d4 a soma das k maiores
entradas do vetor x € R"™. Esta funcao é convexa, e sua representagao mais simples é como o méximo
de todas as (]I:,f ) formas de construir somas de k coordenadas de z: si(z) = xi, + @iy + ... + T,
para todas as possiveis escolhas de indices 1 < 71 < ig < ... <1 < N. Por exemplo, se N =5 e
k = 2, teremos as 10 restrigoes

so(x) = x1 + 2 so(x) = w9 + w3 so(x) = w3 + 14 so(x) = x4 + x5
= x1 + X3 = x9 + x4 = x3 + T (6.18)
=2 X1+ X4 = X2 + T5
= X1+ T5

Entretanto, se os parametros IV e k£ forem um pouco maiores, por exemplo se tivéssemos N = 85 e
k = 8, esta representacao direta demandaria um niimero gigantesco de desigualdades: 48 124 511 370,
quase 50 bilhoes.

Por outro lado, é possivel construir uma representagdo muito mais compacta de s (x) se utilizar-
mos varidveis auxiliares. Seja v uma varidvel auxiliar (cuja func¢io seréd representar a k-ésima maior
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entrada de x), e sejam w; varidveis que representam o quanto x; estd acima de v: w; = [x; — v];.
Em desigualdades, temos
u; =20 e wu; = x;—v.

Observe que, se v de fato for a k-ésima maior entrada de x, a expressdo kv + Y, u; corresponde a
soma das k maiores entradas: apenas k — 1 valores de u; serdo maiores do que zero, justamente
aqueles correspondentes as maiores entradas do vetor z, entdo para cada um deles temos um termo
v+ u; = x;, e enfim o termo v + 0 para a k-ésima maior entrada.

Se v fosse maior do que a k-ésima entrada, teriamos menos u;’s positivos, mas entao “sobrariam”
também termos v maiores, que, aparecendo k vezes na expressao kv + Y, u;, a tornardo maior. Por
outro lado, se v fosse menor do que a k + 1-ésima maior entrada de x, entdo teriamos mais u;’s
positivos, e estes também fariam que a soma ficasse maior, pois apenas k deles, pareados com v,
ja corresponderiam a soma das k maiores entradas de x. Isto mostra que o seguinte problema de
otimizacao

min kv + Y
sa u; =0

U; = T — U

de fato corresponde a soma das k maiores coordenadas de . Observe que este problema necessita de
apenas 2N + 1 varidveis e 2N desigualdades, independentemente do valor de k. Assim, para N = 85
e k = 8 do exemplo anterior, basta construir um problema com 171 varidveis e 170 restri¢oes.

6.3.2 Representacao poliedral do CVaR

O CVaR-a de uma varidvel aleatéria X é a média condicional dos seus valores que estdao acima de
seu quantil 1—a: estes representam, de certa forma, os “« piores casos” da varidvel X. Quando X é
uma variavel de distribui¢ao continua, esta definicdo ndo é ambigua, ja que o valor v correspondente
ao quantil 1 — « tem probabilidade zero. Assim, podemos escrever

CVaR,[X] =E[X|X > v], ondeP[X >v]=a.

Entretanto, se X for uma variavel aleatéria com distribuicdo discreta, esta definicdo nao pode
ser aplicada, ja que, em funcdo do valor de «, mesmo que o valor v correspondente ao quantil
1 — « esteja bem determinado, ndo haverd um nimero inteiro de realiza¢des a serem somadas. Por
exemplo, se quiséssemos o CVaR-10% de uma varidvel X com 85 realizagoes, o que significaria a
média dos 8.5 maiores valores do vetor z € R®?

Vimos, na secao anterior, que a soma das 8 maiores entradas de um vetor x pode ser representada
como

sg(x) = min 8 + D (6.19)
;
sa wu; =0
Ui = T — VU
e que, se em vez das 8 maiores entradas quiséssemos as 9 maiores entradas, bastaria utilizar 9v+>_ u;

na fung¢ao objetivo. Ora, a média das k maiores entradas pode ser simplesmente calculada dividindo
si(z) por k, e portanto o problema de otimizagao

; 1 .
min v+ g Dl (6.20)
sa u; =0
Uj 2 Ty — U
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ird calcular a média das k maiores entradas do vetor x, e portanto o CVa R—% da variavel aleatoéria
X.

Assim, é natural tomar esta ultima forma como a definicao do CVaR para varidveis com dis-
tribuigao discreta, bastando para isso admitir que k possa tomar qualquer valor real entre 0 e IV,
correspondendo & propor¢ao exata o = % Esta forma déa uma interpolagao simples para os valores
do CVaR que correspondem a um numero inteiro de realizagoes de X, e ainda permite explicar
porque, no caso de “termos fracionarios”, é exatamente o menor que entra com a “probabilidade
restante para somar «”: Neste caso, o valor de v no problema (6.20) estara determinado, e igual a

[aN], e a varidvel u; correspondente serd zero.

Por fim, observamos que a construcao que fizemos pode ser generalizada, se admitirmos uma
formulacdo mais abstrata para a “média condicional” %Zuz, levando a definicdo habitual para
variaveis aleatdrias quaisquer que pode ser encontrada em [RU00, thm. 1, pg. 5]:

. 1
CVaR,[X] = igufg Z+ EE[[X — 2]+

6.3.3 Representagao poliedral de combinacées de medidas de risco

Uma técnica comum em programacao estocastica com aversdo a risco é criar medidas de risco a
partir de combinacoes convexas de outras medidas. Um exemplo bastante comum, em uso no setor
elétrico, é o mean-cvar, que realiza uma ponderacao entre o CVaR e o valor esperado para a variavel
aleatoria X:

Pre(X) = (1 =N E[X]+ ACVaR,[X].

Nesta se¢ao, omitiremos o parametro e do CVaR para nao sobrecarregar a notagao, ja que estaremos
interessados, principalmente, na combinagdo entre eles.

Para representar p(Q(:cini, fi)), podemos simplesmente “empilhar” as representagoes poliedrais
de cada uma das medidas de risco envolvidas, em um tnico problema de otimizagao:

f(Q@ii, &)) = min ¢ (6.21)
sa Qi &) < ti, Vi Cendrios
Zi Piti < tmean Média
U+%Zui<tcvar ’
u; = 0 CVaR
U; =2 Tj — U W) |
(1 - )‘)tmean + )\tcvar <t mean-avar

Assim, podemos ver que trabalhar com representacoes poliedrais permite uma grande flexibilidade
de modelagem: cada uma delas é responsavel pelo “calculo” de uma funcdo convexa f no interior
do problema de otimizacao, e podemos compor estas fungoes ao utilizar as varidveis epigraficas ¢
de uma representacado como argumentos x para uma outra fun¢ao (também convexa) g.

6.4 Modificacao do algoritmo de PDDE

As consideracoes acima sugerem que a parte de construcao de cortes na PDDE pode ser alterada
para usar cortes para a fungdo Q diretamente, com o objetivo de aproxima-la com menor gap.
Assim, durante a etapa backwards, em vez de resolver um problema para cada cenario &', iremos
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1. Montar o problema conjunto para Q, com todos 0s cenarios;
2. Calcular um multiplicador de Lagrange inicial ug;
3. Construir um corte a partir da relaxacdo Lagrangiana e da fungdo dual g.

O multiplicador inicial ug pode ser escolhido de diversas formas, mas a mais natural serd resolver
a relaxacgao linear e calcular o multiplicador médio, pois este pode ser utilizado tanto para iniciar
a busca no caso de cortes Lagrangianos como para os cortes de Benders reforcados. Em seguida, o
corte, Lagrangiano ou de Benders reforcado, serd calculado através da fungao dual g, obtida através
da relaxacdo lagrangiana do problema conjunto.

7 Prova de conceito

Nesta secao, apresentamos os resultados da aplicagdo da metodologia de cortes conjuntos em di-
versos problemas de otimizacdo estocastica. Apds uma breve discussdo dos objetos matemaéticos
envolvidos, trataremos de um modelo convexo simples, para familiarizar o leitor com alguns com-
portamentos que ji podem ser observados neste caso. Em seguida, apresentaremos dois modelos
nao convexos, ainda simples, para observar o efeito dos diferentes tipos de cortes na aproximacao
da funcédo de custo futuro.

Enfim, também apresentaremos alguns resultados preliminares quanto a aplicacdo dos cortes
conjuntos em um modelo reduzido de operac¢ao hidrotérmica.

7.1 Aproximacgoes da funcao de custo futuro

Relembramos, conforme as equagoes (3.1) e (3.2), que a func¢do de custo futuro é dada pela recor-
réncia da programagao dindmica

min - fi (e, yo) + OF (1)

Qf—1(33t—1) =E
s (Te—1, 71, Y1, 6t) € Xi
As funcdes QF, aproximacoes de Q construidas com k cortes da etapa backward na PDDE, sdo
representadas como o maximo de fungbes lineares:

QF (x1) = Jmax {c; {c xe—1 + d;}

Uma fungao auxiliar, importante para a andlise do algoritmo de PDDE, é a média dos problemas
de otimizacao do estgio seguinte, onde usamos uma aproximacio QF para a funcio de custo futuro
Q;. De fato, para obter o valor do corte na etapa backward, resolvemos os problemas do estagio
seguinte, com a aproximagao corrente da func¢do de custo futuro, e efetuamos a média para todos
os cendrios. Esta operacio corresponde a avaliar a funcio Q, que é dada exatamente pela mesma
formula de Q apenas substituindo Q9 por £; como funcao de custo futuro:

- min  fi(ze, ye) + QF ()
Qf (@) =E| = e (7.1)
saa (@i—1, 2, Y, &) € Xy

Vale a pena notar que, em uma dada iteragdo do algoritmo de PDDE, os tinicos cortes possiveis
de serem calculados para a funcio de custo futuro Q,_; sdo aqueles obtidos através de Q_1, pois
apenas esta ultima é possivel de ser avaliada.
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O algoritmo de PDDE possui duas propriedades muito importantes de monotonicidade. Pri-
meiramente, como todos os cortes sao estimativas inferiores para Qt, temos que Q com k cortes,
também ¢é menor do que Q;. Assim, ao incluir esta desigualdade no problema (7. 1) observamos
também que Qf,l Q,_1. Enfim, como os cortes sdo efetuados apenas calculando Q;, sem nunca
de fato poder acessar Q;, na verdade, a cada iteracdo k, temos:

F<QF <O

A segunda propriedade é que as estimativas serdo sempre crescentes com o nimero de iteragoes
k: ao acrescentar cortes, tanto £; como Qt 1 crescem em direcdo a Qt e Qt 1, respectivamente:

QF <Ot e QF, < QM

7.2 Um problema de controle multi-estagio

Consideramos para efeito de ilustragio o seguinte modelo de otimizacao, com varidvel de estado x;
unidimensional:

T
min E {Z |93t|]
7.2
s.a Tp=x 1 +y + & (7:2)

Yt € [—17 1]

A decisao local (ou controle) y; estd limitada em [—1, 1], e temos uma incerteza & independente
em cada estagio. O objetivo é minimizar o valor esperado da distancia a origem, somado ao longo
de todos os T estagios.

H4 duas razdes para a escolha deste problema. Primeiramente, sendo um problema unidimensi-
onal, é relativamente simples de observar graficamente as aproximagoes das func¢oes de custo futuro
produzidas pelo algoritmo de PDDE ou suas modificagbes. Veremos duas destas aproximacoes:
tanto £, representada pelos cortes; como Q, os problemas “de estagio seguinte”. Em segundo
lugar, por ser um problema relativamente simples, é possivel calcular as fungdes de custo futuro Q;
analiticamente, o que permite também verificar a qualidade das aproximacoes Q; e Qs.

Para os exemplos de que trataremos, fixamos T = 8 e em cada estagio a incerteza & é dada
por quatro cenérios {—1.5,—0.5,0.5,1.5}, com probabilidades respectivamente 1/6, 1/3, 1/3 e 1/6.
Nesse caso, a funcao de custo total para o ultimo estdgio, Qs(x7,0), estd ilustrada na figura 7.1 a
seguir, bem como a resultante funcao de custo futuro Q7(1’7).

Fungdo de custo total Funcdo de custo futuro

1.00 4 1 1.00

0.75 4 1 0.75

0.50 4 1 0.50

0.25 1 0.25

0.00 4 1 0.00

Figura 7.1: Funcgoes de custo para o problema de controle
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7.2.1 O caso convexo

Como o problema em (7.2) é convexo, teremos cortes exatos: nos pontos zf onde calculamos os
cortes na k-ésima iteracdo, vale

Qf (af) = Q; (7).
Vale notar que os cortes sdo exatos para Qt, € Nao necessariamente para Q;: com efeito, o algoritmo
nao tem como calcular Q; exatamente, a menos do ltimo estagio, para o qual a funcdo de custo
futuro é suposta conhecida.

Apresentamos, na figura 7.2, as fungdes de custo futuro obtidas para este problema, usando
cortes de Benders, de Benders reforcados, e para a formulagdo conjunta. Neste caso, o esperado
é que todos os cortes sejam iguais, e portanto todas as ; também. Na pratica, pode haver uma
certa variacdo entre os multiplicadores escolhidos por cada método, visto que, especialmente em
programacao linear, é bastante comum haver diversas solu¢bes duais 6timas, correspondentes as
faces delimitando o vértice da solucao primal.

Stage 1

61 —Q

ECTG O
ECTG Q
SBQ

--- SBQ
Benders @
Benders Q

Stage 3

(a) Estagio 1

Stage 5

—_—0
ECTG O
ECTG @
— sBO
SBQ
Benders @
Benders Q

6 —_—Q

ECTG O
ECTG Q
sBG

--- SBRQ

4 —— Benders @
-=- Benders Q

(b) Estagio 3

Stage 7

(c) Estéagio 5

—_—0
ECTG &
ECTG Q
— sBO
--- SBQ
—— Benders @
—-=- Benders Q

(d) Estégio 7

Figura 7.2: Fungoes de custo futuro para o problema convexo

Um outro fenémeno interessante a ser observado neste caso é que, conforme nos afastamos do
horizonte de planejamento, e nos aproximamos do primeiro estagio, a aproximacado da fungéo de
custo futuro Q; vai deteriorando. Nas figuras, isso pode ser observado como uma diferenca cada
vez maior entre a funcdo analitica e a fun¢do obtida pela PDDE. Isso ocorre porque a funcio de
custo futuro Qr é conhecida exatamente, o que permite resolver o problema de ultimo estégio
também exatamente. Mas, ao percorrer os estigios no sentido inverso do tempo, construimos
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apenas aproximagoes, que sao em seguida elas mesmas usadas para novas aproximagoes no estagio
anterior, o que faz com que a qualidade de aproximacao se degrade.

Para ilustrar a dependéncia do problema com relagdo a escolha dos cenarios, apresentamos na
figura 7.3 as fungoes de custo futuro e suas aproximagoes obtidas pelas diferentes metodologias no
caso em que, em cada estigio, temos apenas 2 cendrios equiprovaveis, { € {—0.5,0.5}. Aqui, ha
menos margem para erro numérico, ja que todos os cortes calculados sdo os cortes horizontais com
altura zero. Desta forma, todas as metodologias produzem exatamente as mesmas estimativas, e
nao ha as pequenas variagoes observadas no caso com 4 cenarios, onde héa cortes com inclinacao
diferente de zero.

w

N

-

Stage 1

_—0
ECTG @
ECTG Q
— sBO
--- SBRQ
—— Benders &
--- Benders Q

Stage 3

[ 1 2 3

(a) Estagio 1

Stage 5

—_—0
ECTG §
ECTG

— sBO

--- SBRQ

—— Benders @

--- Benders Q

—_—Q
ECTG O
ECTG Q
— sBO
--- SBRQ
—— Benders @
- Benders Q

0 1

(b) Estagio 3

Stage 7

-0
ECTG &
ECTG Q
— sBO
--- SBRQ
—— Benders @
—-=- Benders Q

w

3

2 2

1 1

0 0
-3 -2 -1 0 1 2 3

(c) Estégio 5

(d) Estégio 7

Figura 7.3: Funcdes de custo futuro para o problema convexo com apenas dois cendrios

7.2.2 O caso nao-convexo

Agora, consideramos uma modificacdo do problema anterior, onde o controle y; pode tomar apenas
os valores 1 ou —1.

Apesar de o modelo ndo ser convexo, devido a restrigdo y; € {—1, 1}, a fungdo de custo fu-
turo Q; é convexa quando a incerteza é dada pelos mesmos 4 cendrios escolhidos anteriormente,
{—1.5,-0.5,0.5,1.5}, com probabilidades respectivamente 1/6, 1/3, 1/3 e 1/6, como pode ser visto
na figura 7.4, analoga a figura 7.1 que foi apresentada no caso convexo. Este é o caso favoravel,
onde a incerteza do modelo é suficiente para suavizar as ndo convexidades de cada estdgio. Apre-
sentamos na figura 7.5, andloga a figura 7.2, as fung¢bes de custo futuro e suas aproximagoes para
os estagios 1, 3,5 e 7.
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Fungdo de custo total Fungdo de custo futuro

1.00 + Bl 1.00

0.75 Bl 0.75

0.50 4 b 0.50

0.25 Bl 0.25

0.00 4 b 0.00

Figura 7.4: Funcdes de custo para o problema de controle nao-convexo

E, novamente, com apenas 2 cendrios equiprovaveis, {—0.5,0.5}, temos os resultados da fi-
gura 7.6.

Observe que as funcoes Q; estdo “congeladas” do quinto estégio para tras, tanto para os cortes
de Benders como para os cortes de Benders reforcados. Mais marcante ainda é que as Q; sdo
nao-convexas para estes cortes, enquanto que as Qt sao, de fato, convexas. Ao contrario, os cortes
para a formulacio conjunta ao mesmo tempo (i) acompanham mais de perto a funcio Q;, como
(ii) resultam em funcoes Q; convexas.
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Stage 1 Stage 3
64 f— A 6 —_0
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o —--- Benders Q
34 3
24 2
14 1 s iTte— e
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-3 -2 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3
s . s .
(a) Estagio 1 (b) Estagio 3
Stage 5 Stage 7
61 —_—0 6 —_0
ECTG O ECTG Q
--- ECTGQ --- ECTGRQ
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34 3
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0 0
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
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Figura 7.5: Fungoes de custo futuro para o problema nao convexo
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Stage 1 Stage 3
6 — 6 —
—— ECTGO —— ECTGO
--- ECTGQ --- ECTG R
1 — sBO SB O
--- SBQ --- SBQ
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Benders Q Benders Q

Jn ;.
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Stage 5 Stage 7
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(c) Estégio 5 (d) Estégio 7

Figura 7.6: Fungoes de custo futuro para o problema nao convexo com apenas dois cenarios
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8 Implementacao

8.1 Desenvolvimento do protétipo

A implementagdo do protétipo computacional desenvolvido para a primeira fase do projeto de
pesquisa “Metodologias de Programagdo FEstocdstica Inteira”, estabelecido entre o ONS e a COP-
PETEC/Instituto de Matematica da UFRJ, contrato GMC-CT-093/17, foi atualizada de forma a
prover maior compartimentalizacdo do programa, separando as etapas de entrada de dados, execu-
¢ao do algoritmo e exploracdo dos resultados obtidos por meio de tabelas e graficos.

Uma vantagem dessa abordagem é permitir fazer alteragoes de dados e pardmetros de forma
estruturada e eficiente. Desta forma, um usuério, mesmo sem conhecimento aprofundado do cédigo
ou da linguagem Julia, pode realizar diversos estudos utilizando o programa sem risco e de forma
rapida.

8.1.1 Novo formato para entrada dos parametros

A entrada de dados para aplicar os parametros do problema agora é feita por intermédio de arquivos
de formato INI. Esses arquivos sao arquivos de texto simples com uma estrutura basica composta
de sec¢oes e campos. Um exemplo, o qual chamamos de exemplo_1.ini pode ser observado abaixo:

[files]

data_file = ../examples/data_2REE.jl
outflow_file = ../examples/minoutflow.jl
noise_file = ../examples/eafs.npz
[solvel

nbiterations = 50

log = out.log

Listing 1: exemplo_ 1.ini

O parser de arquivo de formato INI utilizado vai transformar esse arquivo em uma estrutura de
dados. No caso do protétipo desenvolvido, esse arquivo é passado como argumento do programa que,
utilizando a biblioteca ConfParser, (disponivel em https://github.com/Julial0/ConfParser.
j1), converterd os valores desse arquivo para uma estrutura de dados em Julia.

E importante perceber que outro arquivo INI com as mesmas se¢es, campos e valores funcionara
de forma equivalente. Note que a ordem das se¢oes e dos campos dentro das se¢oes nos arquivos INI
nao importam. Um outro exemplo de arquivo INI, chamado de exemplo_2.ini que é equivalente
ao exemplo_1.ini, pode ser visto abaixo:

[solvel

nbiterations = 50

log = out.log

[files]

data_file = ../examples/data_2REE.jl
noise_file = ../examples/eafs.npz
outflow_file = ../examples/minoutflow.jl

Listing 2: exemplo_ 2.ini

Para o protétipo desenvolvido, definimos um arquivo de base das configuragoes do programa cha-
madomain_config.ini, que esta disponibilizado no diretério confs/. O arquivomain_config.ini
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usado como referéncia possui seis se¢des: ModelConfig, files, solve, evaluation, others e
sddip. Para obter mais detalhes, veja a segdo 8.5.1.

Para executar o programa, é necessario fornecer um arquivo no formato INI. Caso queira usar um
arquivo diferente, digamos params_base.ini, esse deve possuir as se¢oes e os campos preenchidos
com o mesmo formato que o arquivo de base, main_config.ini. Por exemplo, existe uma secao
chamada ModelConfig no main_config.ini. Assim, o arquivo params_base.ini precisa ter a
mesma sec¢do, levando em consideracao letras maitsculas e mintsculas. E importante destacar que
nao importa a ordem das se¢oes dentro do arquivo.

Os campos ndo funcionam se estiverem colocados em outra secdo. Por exemplo, o arquivo de
dados é um parametro da secdo files, assim, o programa nao conseguird localizar o arquivo de
dados se o campo data_file estiver em outra secdo. Cada secdo esta relacionada com a estrutura
de dados do cédigo, e cada campo com um parametro do problema.

O protétipo também permite adicionar mais de um arquivo INI, com o objetivo de auxiliar
0s usudrios que precisem executar muitos casos com pequenas variagoes. Assim, o programa con-
catena as informacoes de cada arquivo antes de sua inclusdo na estrutura de dados efetivamente
utilizada. Caso ocorra um conflito de valores, prevalece o valor informado no ultimo arquivo in-
cluido.Dessa forma, pode-se realizar diversos testes utilizando um arquivo-padrao, por exemplo
params_base.ini, e em seguida adicionar arquivos curtos com mudancas pontuais, por exemplo
mais_iteracoes.ini, vminop.ini, etc. Com isto, ficam evidentes, a partir da leitura de linha de
comando utilizada, quais foram as mudancas de pardmetros para cada rodada do experimento.

8.1.2 Migracgao do cédigo para Julia 1

Uma das mudancas significativas entre o final de 2018 e 2019 foi a consolidagao da linguagem Julia,
que teve sua primeira versao estavel publicada em 8 de Agosto de 2018. Aproveitando esta transicao,
tanto a biblioteca JuMP, que é a interface utilizada para modelar problemas de otimizacdo em
Julia, quanto o pacote SDDP. j1, pacote para resolver problemas estocasticos multi estagio usando
Programacao Dinamica Dual Estocastica, também langaram novas versoes, respectivamente JuMP
0.19, em 15 de Fevereiro de 2019, e SDDP. j1, em 20 de Marco de 2019.

A nova interface do JuMP, além de oferecer representagoes mais eficientes dos problemas de
otimizagdo, também permite modificar os coeficientes das restrigoes, o que é importante para
possibilitar a representacdao da dependéncia temporal das afluéncias, por exemplo, utilizando um
modelo periédico multivariado auto-regressivo com ruido multiplicativo.

Para disponibilizar e acessar estas novas funcionalidades, o protétipo desenvolvido durante a
Fase 1 foi adaptado para a versdo mais atual do pacote SDDP. j1,que utiliza a nova versao, 0.19,
da biblioteca JuMP, e a nova versao (estavel) da linguagem Julia. Assim, o c6digo teve que ser
adaptado para uma dupla mudanca: tanto da linguagem em si, quanto das bibliotecas utilizadas.
Se as mudancas da linguagem e da maior parte das funges da biblioteca JuMP foram relativamente
pequenas, a nova organizagdo do pacote SDDP. jl, capaz de representar estruturas de decisdo mais
complexas, representou uma maior carga de trabalho.

Além disso, a nova versdo do pacote SDDP. j1 é menos extensivel, o que reduz a capacidade de
alterar o algoritmo implementado. Por esta razao, esta nova versao ainda nao é compativel com a
metodologia de programagao binaria do pacote SDDiP.jl, desenvolvido para a versdo anterior, e
que modificava tanto a declaracdo das varidveis de estado como a construgao dos cortes na etapa
backward. Esta reducdo da extensibilidade também se revelou trabalhosa para a implementacao da
metodologia proposta neste convénio, pois exigiu efetuar modificagoes diretamente no coédigo do
pacote SDDP. j1 para alterar o comportamento durante a etapa backward, necessarias para calcular
os cortes tanto para Strengthened Benders como para a formulacdo conjunta.
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Para nos assegurarmos de que a migracao foi feita corretamente foram realizados testes de
consisténcia comparando os resultados da versdo anterior com os da nova versao.

8.1.3 Transformacgao do protétipo em um pacote Julia

Outro esforgo realizado durante esta fase do projeto foi a adaptacdo da estrutura de cédigo do
protétipo para que este esteja mais préximo de um pacote Julia.

Este movimento tem duas grandes motivacdes: primeiramente, para possibilitar que nossa base
de c6digo possa ser testada com as ferramentas da prépria linguagem Julia, o que permitird um
desenvolvimento com maior seguranca, visto que podem ser feitos testes de compatibilidade, testes
de prevencao de regressao e testes de cobertura de cédigo. A segunda é que um pacote Julia pode
ser muito mais facilmente distribuido e instalado, o que esperamos ira torna-lo mais acessivel para
uso.

Para tanto, realizamos uma primeira etapa de compartimentacdo do codigo, organizando as
dependéncias entre fungoes e o fluxo de dados entre as diferentes etapas de processamento de
forma que a maior parte das fungoes nao trabalhe com varidveis globais. Esta parte, a mais
custosa, foi necessaria para possibilitar o carregamento de diferentes solvers em fungao da escolha do
usuario, que poderia nem possuir algum dos solvers que utilizamos para desenvolvimento. Também
aproveitamos esta etapa para reorganizar os arquivos de configuracdo em uma pasta separada do
coddigo executavel principal.

Em seguida, passamos a etapa de inclusdo de testes, de forma a verificar que as diferentes de
configuragoes para o programa, detalhadas na secao 8.5, estavam funcionando corretamente. Ainda
que nao tenhamos desenvolvido testes unitarios para o pacote, o teste de varias configuragoes ja
nos dé uma cobertura de codigo bastante satisfatéria, acima de 80%.

8.2 Desenvolvimento de novos pacotes

Além do protétipo para planejamento da operacéo, no decorrer deste projeto também foram desen-
volvidas diversas func¢des com o intuito de facilitar e automatizar a maneira com que manipulamos
os modelos de problemas de otimizagdo escritos com as bibliotecas JuMP e SDDP. j1. Essas funcoes
foram organizadas em relacdo ao seu propdsito e divididas em diferentes pacotes Julia, de forma
a facilitar reaproveitamento de c6digo. Abaixo listamos estes pacotes:

e MIPManip.jl: Baseado na interface da biblioteca MathOptInterface, esse pacote permite
manipular problemas de otimizacdo. Entre suas funcionalidades constam a capacidade de
copiar varidveis, restri¢oes e fungdes objetivo de um problema inteiro misto assim como anexa-
las a outros.

e Relaxation.jl: Esse pacote implementa funcionalidades dedicadas a receber o modelo um
problema inteiro misto escrito na biblioteca JuMP e modificd-lo para sua relaxacdo linear ou
Lagrangeana, assim como fungoes que permitem retornar ao modelo original.

e SDDP_SB. j1: Por padrao, o pacote SDDP.jl sé permite o célculo de cortes do tipo Benders
para resolver problemas inteiros mistos. Este pacote prové a funcionalidade de calcular cortes
do tipo Strenghtened Benders para esses problemas.

e Relink.jl: Esse pacote contém adigdes ao pacote SDDP.jl que permitem o célculo da for-
mulacdo conjunta da fungdo de custo futuro. A definicdo dessa formulacdo, assim como o
embasamento tedrico para as modificagoes ao SDDP usual feitas por este pacote, pode ser
encontrada na secao 5 do relatério de Metodologia.
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8.3 Contribuigoes a comunidade Julia

As fungbes encontradas nos pacotes Relaxation.jl e SDDP_SB. j1 para realizar a relaxacao linear
de um problema inteiro misto e sua posterior restauragdo sao baseadas nas que ja haviam sido
desenvolvidas por Oscar Dowson no pacote SDDP.jl. Durante o processo de testes das nossas
fungoes, percebemos que as varidveis binarias nao estavam sendo relaxadas apenas para o intervalo
[0, 1] mas sim para qualquer valor real. Assim, editamos nossas fungoes para realizarem a relaxacao
correta de uma maneira que outros possiveis limites da varidvel fossem preservados. Essas fungoes
foram readaptadas para o contexto do SDDP. j1 e enviadas para Oscar Dowson de forma que possam
ser corrigidas em seu pacote.

8.4 Ambiente de programacao
Os casos rodados como exemplo na secao 7 foram executados com o seguinte ambiente de progra-

macao:

e Hardware
CPU: Intel i7-8700 (6 cores, 12 threads e clock de 4.60 GHz)
RAM: 32Gb RAM, DDR, 2666 Mhz

Ubuntu Linux 18.04.2

e Linguagem de Programagdo: Julia 1.1.1

Solver: Gurobi 8.1

Versao dos pacotes Julia utilizados:

Pacote Versao commit (SHA-1)
Desenvolvido para o convénio:
DisjHTPlan 0.1.0 5¢30496e
SDDP_SB 0.1.0 59245430
Adaptado para o convénio:
SDDP 0.0.0 4570300
Préprio do Julia:
ConfParser 0.1.0 88353bc9
Revise 2.1.6 295af30f
Documenter 0.22.4 e30172f5
GLPK 0.10.0 60bf3e95
GZip 0.5.0 92fee26a
Gurobi 0.6.0 2e9cd046
JuMP 0.19.2 4076af6c
Libz 1.0.0 2ec943e9
MathOptFormat 0.1.1 £4570300
MathOptInterface 0.84 b8f27783
NPZ 0.4.0 15elcf62
osQP 0.5.2 ab2f91bb
PyPlot 2.8.1 d330b&1b
Libdl 8f399da3
Random 9238284
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8.5 Documentacao da implementagao
8.5.1 Arquivo main_config.ini

A seguir, mostraremos o arquivo main_config.ini que é usado como base para a entrada dos
parametros. Como vimos anteriormente, esse arquivo possui seis secdes: ModelConfig, files,
solve, evaluation, others e sddip.

name = Examples/2REE

[ModelConfigl
nstages = 10
solver = Gurobi
timeout = inf
initmonth = 1
op_constr = 0,0,0,0,0
vminop_ratio = 0.2
p_violation = 0.0
pq_violation = 0.0
binary = false
useSB = false
ECTG_SB = false

[files]

data_file = ../examples/data_2REE.jl
outflow_file = ../examples/minoutflow.jl
noise_file = ../examples/eafs.npz

[solvel
nbiterations =
cut_select = 0
log = out.log
cut_file = cuts.csv

50

[evaluation]
nsimulations 100
sim_out_file = simul.csv

[others]
verbose = 1
debug_file = debug.log

[sddip]

precision = 1000.0
method = KelleyMethod
initialbound = 0.0
wait = 10

tol = le-2

maxit = 100

level 0.6

benders = 1
strengthened_benders = 0
integeroptimality = 0
lagrangian = 1

Listing 3: main_ config.ini

O diretério dos arquivos de saida serd determinado pelo argumento do campo name. Por padrao
esse diretério serd DisjHTPlan/confs/$name/results, no qual $name representa o argumento do
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campo name. Porém, pode ser determinado outro caminho para o diretério de saida, além do padrao.
Isso é realizado por uma funcdo chamada joinpath, em que se o argumento no campo name for
um caminho absoluto, o diretério de saida sera esse caminho absoluto. Para mais detalhes, visite
https://docs.julialang.org/en/vl/base/file/index.html#Base.Filesystem. joinpath

No exemplo main_config.ini da se¢do segdo 8.5.1, podemos ver que o caminho do diretério
dos arquivos saida serd DisjHTPlan/confs/Examples/2REE /results. Mas se o argumento do campo
name for alterado de Examples/2REE para /home/user/htplan, o diretério serd /home/user/ht-
plan/results, pois /home/user/htplan é um caminho absuluto. Os campos da se¢do ModelConfig
representam os parametros para a formulucdo do problema e de configuragées do cédigo. Cada
campo corresponde a respectivamente:

Campo Descricao Tipo do Campo
nstages nimero de estagios do problema Int
solver software de otimizagao utilizado, sdo suportados Gurobi e String

GLPK
timeout tempo méximo (s) de processamento de um corte Int
initmonth més inicial Int
op_constr array de restrigoes operacionais para o problema Int,Int,Int,Int,Int
binary opc¢ao de usar técnica de binarizacdo para calcular o corte Binary

de Strengthened Benders
useSB utilizar os cortes de Strengthened Benders Binary
ECTG_SB utilizar os cortes de Strengthened Benders junto com a for- Binary

mulacdo ECTG

vminop_ratio Fracdo do volume maximo do reservatério abaixo da qual a Float
restricdo de Volume Minimo Operativo é ativada

p_violation  Penalidade para a violagdo do Volume Minimo Operativo  Float

pg_violation Penalidade para a violagdo da restricio de Vazdo Minima Float
Operativa

Tabela 1: Parametros para configuracdo do modelo

O array de inteiros op_constr contém 5 posi¢oes, correspondentes a diferentes restrigdes ope-
racionais, baseado na tabela a seguir:

Posicdo Restricdo operacional

1 volume minimo operacional
sem déficit preventivo
vazado minima operativa, dada energia armazenada final
vazao minima operativa, dada energia armazenada inicial
vazdo minima operativa, dada energia disponivel

U = W N

Tabela 2: Equivaléncia entre a posi¢do do array op_constr e restrigoes operacionais

A formulagdo matematica destas restrigoes foi feita através de Restrigdes Disjuntivas, conforme
descrito na primeira fase do projeto “Metodologias de Programagdo Estocdstica Inteira”, e pode ser
encontrada no relatério final correspondente [FPACLAFCAC18]. As restricoes 3, 4 e 5 se referem a
politica de operacdo de reservatorios com vazao defluente minima definidas em fun¢dao do volume
armazenado, e permitem implementar as decisdes contidas na resolugdo 2081/2017 da Agéncia
Nacional de Aguas [ANA17].
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Além de ativar ou desativar restri¢oes, existe a op¢ao de aplicar uma restricio em sua forma
binaria ou continua. Assim, h& 3 valores validos para os elementos do array op_constr, conforme
a tabela abaixo:

Opcao Tipo da restrigao

0 sem restrigao
1 binaria
2 continua

Tabela 3: Valor de cada elemento do array op_constr e o tipo da restricdo aplicada

Como exemplo, se no campo op_constr fosse colocado o valor 1,1,0,0,0 seria ativado as
restricbes de volume minimo operacional e de nao ter déficit preventivo, com varidveis binarias.
Se fosse colocado o valor 2,2,0,0,0 seriam ativados as mesmas restricoes, s6 que com variaveis
continuas.

Os campos da secdo files representam, respectivamente, o caminho para acessar os arquivos:

Campo Descrigao Tipo do Campo
data_file entrada de dados String
outflow_file  limites de vazdo dos reservatdrios String
noise_file entrada dos ruidos String

Tabela 4: Pardmetros para configuracao dos dados

Os campos da secdo solve estdo relacionados com os pardmetros do solver e representam,
respectivamente:

Campo Descrigao Tipo do Campo
nbiterations  quantidade de iteragoes realizadas Int

cut_select frequéncia de selecdo dos cortes Int

log nome do arquivo de saida do arquivo de log String
cut_file nome do arquivo de saida dos cortes String

Tabela 5: Parametros para configuragao do solver

Os campos da secdo evaluation sdo pardmetros da simulagdo da operacdo e representam,
respectivamente:
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Campo Descricao Tipo do Campo
nsimulations  quantidade de cenarios forward realizados Int
sim_out_file mnome do arquivo de saida da simulacéo String

Tabela 6: Parametros para configuracdo da simulagao

Os campos da secado others servem para fazer o debug do modelo e representam, respectiva-
mente:

Campo Descricao Tipo do Campo
verbose ativacdo do modo verbose Int
debug_file nome do arquivo de saida do debug String

Tabela 7: Parametros para configuracdo do debug

Os campos da secdo sddip estdo relacionados com os pardmetros do método de programacao
inteira e representam, respectivamente:

Campo Descrigao Tipo do Campo
precision precisdao da expansao bindria para varidveis continuas Float
method tipo do solver Lagrangiano utilizado String
initialbound o limite inferior inicial para o problema Lagrangiano dual  String
wait parametro para reduzir o tamanho do passo no método Sub-  String
gradiente Lagrangiano
tol tolerancia para término do método Lagrangiano Float
maxit limite de interacbes para o método Lagrangiano Int
level parametro entre 0 e 1 do nivel para o método Lagrangiano Float
de niveis
benders Benders Int
strengthened_benders Benders refor¢ado Int
integeroptimality Integralidade Int
lagrangian Lagrangiano Int

Tabela 8: Parametros para configuracao do sddip

Os campos benders, strengthened_benders, integeroptimality e lagrangian da secdo
sddip representam o padrdo de corte para o método SDDiP. Por exemplo, se os valores forem
benders = 4, strengthened benders = 3, integeroptimality = 2 e lagrangian = 1, a cada 10 cor-
tes o programa realizarda 4 cortes de benders, 3 de strengthened benders, 2 de integralidade e 1
lagrangiano. Assim, um ciclo de corte é igual a soma dos valores desses campos e a cada ciclo serd
realizado a quantidade de cortes do tipo especifico determinada pelo valor do campo.

8.5.2 Descrigao dos arquivos de saida

O diretodrio dos arquivos de saida possui 4 arquivos: allconfs.ini, out.log, runparams.txt e

simul.csv. O nome dos arquivos out.log e simul.csv podem ser alterados nas configuragoes.
O arquivo runparams.txt possui informagoes do caminho absuluto do diretério DisjHTPlan,

dos arquivos INI utilizados e das configuracbes ja tratadas pela biblioteca ConfParser e pelo
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programa. Para uma vizualizagdo mais simples das configuracoes, o arquivo allconfs.ini possui
as informagoes sobre as configuragoes no formato INI.

O out.log ¢ um arquivo de saida da biblioteca SDDP. Esse arquivo possui um relatério de esta-
bilidade numérica do problema fornecido e, em seguida, uma tabela de evolugao do algoritmo com
4 colunas representando, respectivamente: as iteracoes, a simulacdo estatistica do limite inferior, o
limite inferior e o tempo de execucao total.

O simul.csv é o arquivo que possui todas as simulagoes de politicas do modelo com o niimero de
replica¢bes determinadas no campo nsimulations da se¢do evaluation. A amostragem é baseada
no método de Monte Carlo, implementada na biblioteca SDDP.

8.5.3 Descricao das ferramentas de analise

Apébs a execucdo da rodada, é possivel criar graficos e gerar estatisticas com a prépria biblioteca
DisjHTPlan. Os graficos sdo montados com auxilio do arquivo graph_utils.jl. Existem duas
formas de usar as ferramentas: acessando as informacoes na meméria RAM logo apds a rodada
no REPL ou pelo arquivo CSV salvo correspondente ao campo sim_out_file determinado na secao
evaluation.

Para gerar os graficos direto da memoria basta incluir o arquivo graph_utils.jl no REPL e,
em seguida, utilizar a funcdo do_plots, que possui a sintaxe:

do_plots(results , sysvec, stage_ vec, keys; save=false, hl = [],
outdir="./")

O argumento results representa o dicionario com os resultados, o préoprio programa jé coloca
os resultados no dicionario referenciado pela varidvel com nome results, entdo basta escrever
results nesse argumento.

O argumento sysvec representa os subsistemas equivalentes para os quais serao feitos os graficos.
Pode ser informado um vetor para referenciar mais de um subsistema. Por exemplo, caso queira
montar os graficos dos subsistemas 2 e 3, basta colocar [2,3] como argumento. O stage_vec sdo
quais estagios serdo colocados, o argumento pode ser passado como um intervalo de nimeros, por
exemplo, para os estagios de 1 a 12, podemos colocar 1:12.

O argumento keys estd relacionado com quais graficos serdo produzidos, quer dizer, se sera
produzido o grafico de volume hidrico, custo operacional, etc. Nesse argumento, basta colocar
graphs_to_do que é uma estrutura ja definida no arquivo graph_utils. jl1.

O argumento save determina se os graficos serdo salvos em alguma pasta. Caso o argumento
seja true ou apenas mostrados no terminal, caso o argumento seja false. Se a opgao de salvar for
verdadeira, é obrigatério colocar um diretério de saida no argumento do output, caso contrario, o
argumento é opcional. O hl tem como objetivo realcar alguma série especifica no grafico.

Apos a execucao da funcdo do_plots, os graficos serdo produzidos na pasta designada pelo
argumento outdir. Serdo produzidos graficos de séries, quantis e violinos, cujos pardmetros
podem ser mudados no arquivo graph_utils.jl.

Para produzir os graficos a partir do arquivo CSV, o processo tem algumas diferencas. Precisa-
se abrir um terminal Julia, incluir os arquivos system_definition.jl, de dados (data.jl), de
volume minimo (minoutflow.jl). Com isso, os dados do CSV sao obtidos com a fun¢ao CSV.read
da biblioteca CSV, e em seguida, inclui-se os arquivos assemble_data.jl,setup_plot_csv.jl,
graph_utils.jl. Depois, basta utilizar a funcdo do_plots da mesma forma que no caso de pro-
duzir graficos a partir do conteido da memoria RAM. Um cédigo com todos esses passos estd
disponivel na pasta examples com o nome de csvplot.jl.
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9 Aplicagao a um sistema hidrotérmico

9.1 Modelo reduzido do SIN

Agora, iremos comparar estas metodologias em um modelo reduzido do sistema interligado nacional,
composto por 2 subsistemas, cada um correspondendo a um reservatério equivalente, um total de
3 usinas térmicas, e uma linha de intercAmbio entre os subsistemas. Em todos os casos, a politica
¢é calculada de forma neutra a risco, usando apenas o valor esperado do custo.

Novamente, comegaremos com um caso convexo, onde esperamos que tanto os cortes de Ben-
ders reforcados como os cortes para a formulacdo conjunta coincidam com os cortes de Benders
tradicionais. Esta verificacio ird reassegurar a consisténcia das implementacoes de ambos os cortes,
além de servir como indicativo do acréscimo de custo computacional relativo a cada uma destas
metodologias. Em seguida, implementaremos um modelo nao-convexo, através das restricdes de
Volume Minimo Operativo modeladas por restrigoes disjuntivas, conforme desenvolvido na primeira
fase do convénio [FPACLAFCdC18|.

Também usaremos estes mesmos modelos para comparar a performance com o SDDiP, por
enquanto apenas disponivel para a versao 0.6 da linguagem Julia.

9.2 Caso risco-neutro
9.2.1 Caso convexo com 2 subsistemas

Para este caso, efetuamos 500 iteragoes forward e backward, construindo 500 cortes para a funcao
de custo futuro, considerando um horizonte de planejamento de 12 meses.

Reportamos, na tabela 9, duas medidas de custo computacional: o tempo necessario para o
calculo dos cortes e 0 méaximo de meméria RAM utilizada. Também indicamos duas medidas para
o valor 6timo do problema, o limite inferior de custo da politica, calculado durante a otimizagao, e
o custo médio da operacao, estimado através da simulagao de 500 novos cenérios, apés o calculo da
politica. Enfim, deduzimos a partir do custo calculado em cada metodologia o gap de otimalidade
da mesma, adotando o menor custo simulado como valor-alvo.

Cortes utilizados

Meétrica Benders SB Binary SB  ECTG
Tempo (seg) 30 142 1353 758
Meméria (GB) 0.394 0.396 0.452 1.005
Custo calculado (Bi R$) 8.668 8.671 8.666 8.670
Custo simulado (Bi R$) 9.135 9.153 9.153 9.128
Gap (%) 5.04 5.01  5.06 5.02

Tabela 9: Resultados para o modelo reduzido com 2REE

Observamos que os valores do custo, tanto o limite inferior, resultado do problema de otimizagao,
como a estimativa do limite superior, obtido por simulagoes, sdo bastante préximos qualquer que
seja a forma de céalculo dos cortes, o que estd de acordo com o esperado. As leves diferencas
que ha podem ser atribuidas a dois efeitos. Um primeiro, ji comentado na secdo anterior, é a
diferencas entre solugdes primais ou duais em funcdo de uma ordem diferente de calculo, induzida
pela mudanga do método para avaliar cortes. O segundo, relevante apenas no caso binario, é que
a discretizagdo da variavel de estado torna este problema ligeiramente diferente dos demais, ja que
o estado final em cada estdgio pode apenas assumir valores discretos. Isto pode ser visto como
uma restricdo suplementar, que tende a aumentar os custos. Além disso, os cortes calculados no
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problema discreto também serao calculados somente para estes valores discretizados da variavel de
estado, o que também gera diferencas. O fato de os valores estarem todos bastante proximos é um
bom indicativo de que a discretizacao escolhida resulta em um problema suficientemente préximo
do original continuo.

Além disso, observamos que o método de cortes de Benders é de fato o mais rapido de todos,
por uma grande margem. Isto se deve a manter os problemas de otimizacdo de cada estagio
na memoria, e simplesmente adicionar cortes ou mudar parametros de cendrios, o que permite ao
GUROBI recalcular solucoes com bastante velocidade. Em todos os outros casos, isto nao acontece,
j& que o uso de cortes reforgados implica a relaxacdo Lagrangiana das restrigbes de acoplamento
temporal, o que modifica a fungdo de custo do problema. Ainda assim, vale notar que os cortes de
Benders reforcados na formulacdo decomposta, coluna SB, sdo significativamente mais rapidos do
que a formulagdo conjunta (coluna ECTG) ou para a binarizagdo de estado (coluna Binary SB).
Isto pode ser explicado porque os cortes da formulagdo conjunta necessitam, também, a construcao
do problema conjunto a cada iteracdo backward, o que tem um custo computacional, e em seguida
o problema de otimizacao a ser resolvido também ¢é mais complexo. J& no caso da binarizagdo do
estado, o problema passa a incluir varidveis inteiras, e isto apresenta alguma dificuldade para o
solver, ainda que o problema original fosse convexo.

9.2.2 Caso com 2 subsistemas e VMinOp

A diferenca deste caso para o anterior é a presenca de duas restri¢cbes ndo-convexas, correspondentes
as restrigdes de Volume Minimo Operativo, modeladas por restrigoes disjuntivas. Também efetu-
amos 500 iteragdes do algoritmo, e usamos os mesmos 500 cendrios de simulagao final, utilizados
para avaliar as mesmas metodologias do caso anterior, que resultaram na tabela 10.

Cortes utilizados

Métrica Benders SB Binary SB  ECTG
Tempo (seg) 41 759 1548 16854
Meméria (GB) 0.422 0.418  0.446 1.089
Custo calculado (Bi R$) 10.222 10.410 10.417 11.170
Custo simulado (Bi R$) 12.231 12.227 12.166 12.209
Gap (%) 15.98 14.44  14.38 8.19

Tabela 10: Resultados para o modelo reduzido com 2REE e VMinOp

A primeira observacado a ser feita neste caso é que os custos estdao, todos, maiores do que os
apresentados no caso anterior, o que é consistente com a inclusdo das restrigoes operativas. Por
exemplo, o custo resultante da simulagao, de aproximadamente 12.2 bilhoes, é 34 % maior do que
9.15 bilhGes, valor correspondente sem as restrigbes de volume minimo. Mesmo para cortes de
Benders, que correspondem a relaxacgdo linear dos problemas em cada estdgio, o limite inferior
é significativamente maior (18 %) do que no caso convexo. Ja para o uso de cortes de Benders
reforcados na formulacdo decomposta, seja com binarizacdo do estado ou ndo, ha um acréscimo
da estimativa do limite inferior, de 10.2 para 10.4 bilhdes. Entretanto, é com os cortes para a
formulagdo conjunta que obtemos uma melhoria significativa deste valor, chegando a 11.17 bilhoes.
Ainda assim, estes valores estdo, todos, aquém da estimativa por simulacido, de 12.2 bilhdes em
qualquer um dos casos.

Além disso, podemos observar que o tempo de calculo para os métodos também aumentou, mas
de forma significativamente diferente em funcao da metodologia. O caso de cortes de Benders teve
um leve acréscimo, devido a necessidade de incorporar as varidveis binarias durante as iteracoes

9.2 (Caso risco-neutro Versao 1.0



Aceleracao de convergéncia — Relatério Final 74/ 80

forward. Também para a metodologia de discretizagao do estado, o acréscimo relativo foi modesto
(15 %), provavelmente devido a maior quantidade de varidveis bindrias presentes, e também a maior
dificuldade de calculo dos cortes de Benders reforcados. Ja os cortes de Benders reforcados no caso
continuo levaram significativamente mais tempo (mais de 5 vezes), sem, contudo, se tornar mais
lentos do que os cortes no caso binario. Este aumento indica que héa, de fato, uma maior dificuldade
para resolver os problemas com estas restricdes operativas, e o leve aumento do limite inferior indica
que ha um gap de dualidade nos problemas de cada estagio, que os cortes reforcados sao capazes de
preencher. Por fim, os cortes para a formulagdo conjunta agora sdo os mais demorados, necessitando
22 vezes mais tempo do que no caso convexo, e mais de 400 vezes mais tempo do que os cortes
de Benders. Entretanto, estes sdo os tinicos que sdo capazes de, efetivamente, reduzir o gap do
problema como um todo, aproximando-se de valores tipicos para o problema convexo: 8.5 % para
o modelo nao-convexo com restri¢gdes operativas, versus 5 % para o modelo convexo simples.

9.2.3 Teste de tempo com cortes de Benders reforcados

Ao analisar os resultados da tabela anterior, vemos que o tempo de execucdo do método que
usa cortes de Benders reforcados para a formulagdo decomposta é bem menor do que no caso da
formulacao conjunta. Assim, para fazer uma comparacio baseada em tempo de execucdo, rodamos
0 mesmo caso com 8 vezes mais cortes do que o anterior (4000 cortes), que possui um tempo de
execucao um pouco maior do que a formulacao conjunta com 500 cortes.

Métrica SB
Tempo (seg) 18154
Meméria (GB) 0.474

Custo calculado (Bi R$) 10.498
Custo simulado (Bi R$) 12.141
Gap (%) 13.79

Tabela 11: Resultados para o modelo reduzido com 2REE e VMinOp

Podemos perceber que o decréscimo do gap ao executar 3500 cortes suplementares com a formu-
lacao decomposta foi de apenas 0.65 pontos percentuais, ao passo que o uso da formulagdo conjunta
permitiu uma reducdo de 6.25 pontos percentuais. Este resultado sugere que de fato a formula-
¢do decomposta ja estd relativamente préoxima de sua saturacdo, o que é provavelmente devido ao
acumulo de gaps de dualidade ao longo de diferentes cenarios, enquanto que a formulagao conjunta
permitiu reduzir estes gaps.

9.2.4 Modelo reduzido periédico para VMinOp

Neste caso, incluimos um modelo periédico da operacao, de forma a evitar o efeito de “fim de
horizonte”. Adotamos um fator de desconto anual de 10 %, de forma que o custo esperado serd
em torno de 10 vezes maior. Como podemos ver na tabela 12, o custo calculado é mais de 10
vezes maior, o que pode ser explicado porque ndo é mais razoével esvaziar os reservatérios no final
do horizonte de planejamento, o que leva a uma operacdo que possui maior despacho térmico.
Isso também pode ser visto no custo simulado, para o mesmo periodo operativo de 12 meses, que
também é maior do que os custos simulados sem considerar a operagao periddica.

Além do aumento esperado dos custos, observamos, também, uma reducdo no tempo de cédlculo
para todas as metodologias. Imaginamos que este efeito pode ser atribuido ao maior volume ar-
mazenado ao longo dos cendrios, o que reduz a probabilidade de violacao das restricdes de volume
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Cortes utilizados

Métrica Benders SB Binary SB  ECTG
Tempo (seg) 21 420 833 2372
Meméria (GB) 0.559 0.560 0.589 0.833
Custo calculado (Bi R$) 217.813 219.086 219.186 219.471
Custo simulado (Bi R$)  19.101 19.705  18.786 19.184

Tabela 12: Resultados para o modelo reduzido com 2REE e VMinOp, periédico

minimo, e portanto reduz o nimero de vezes que as restrigoes de integralidade se tornam significati-
vas nos estados visitados durante a etapa forward do algoritmo de programagao dinamica. Dai, com
maior frequéncia mesmo os cortes de Benders serdo exatos, o que também simplifica o cdlculo dos
cortes reforcados, ja que o préprio problema com varidveis inteiras estara mais frequentemente sem
gap de dualidade, sua relaxacgdo linear ja possuindo solugdo inteira. Este efeito é principalmente
visivel no caso dos cortes para a formulacdo conjunta, cujo tempo de simulacdo foi reduzido mais
de 7 vezes.

9.2.5 Comparacao com o Julia 0.6 para o modelo reduzido para VMinOp

Enfim, incluimos um estudo para a versdo 0.6 da linguagem Julia, o que nos permite usar cortes
Lagrangianos para o modelo binarizado, que converge, dado um nimero suficiente de cortes, para a
solugédo exata do problema ndo-convexo. Apresentamos, na tabela 13 os resultados para os mesmos
cortes, apenas substituindo os cortes para a formulagdo conjunta (que ndo estdo disponiveis para
esta versao) pelos cortes Lagrangianos.

Cortes utilizados

Métrica Benders SB Binary SB  Binary Lagr
Tempo (seg) 328 612 1125 124100
Meméria (GB) 1.816 2.518  2.944 2.444
Custo calculado (Mi R$) 10.222 10.400 10.399 10.175
Custo simulado (Mi R$) 11.874 11.842 11.850 11.885

Gap (%) 13.68 12.18  12.18 14.08

Tabela 13: Resultados para o modelo reduzido com 2REE e VMinOp, usando Julia 0.6

Em comparacdo com os casos para a nova versao da linguagem Julia e as novas versdes das
bibliotecas JuMP e SDDP. j1, os cortes de Benders reforgados estdo mais rapidos na versao 0.6, que
possui uma implementacao diferente para a relaxacao Lagrangiana e o cdlculo de cortes reforgados.
Entretanto, os cortes de Benders estao significativamente mais demorados, possivelmente porque
nesta mudanca a interface oferecida pela biblioteca JuMP com os solvers estd mais eficiente, e pode
ser melhor explorada quando resolve-se sempre o mesmo problema, sem mudar a funcdo objetivo
como necessario no caso dos cortes reforcados.

Além disso, podemos ver que os cortes Lagrangianos demandam um tempo de calculo 202 vezes
maior do que o uso de cortes de Benders refor¢ados, enquanto que, no caso anterior, da tabela 10,
o uso dos cortes conjuntos era apenas 22 vezes mais demorado do que os mesmos cortes de Benders
reforcados. Mais ainda, o uso de cortes Lagrangianos nao leva a uma melhor cota inferior, o que
ilustra nao apenas a dificuldade de calculo dos cortes Lagrangianos, mas também a necessidade de
calculo de um ntmero talvez proibitivo de cortes para obter uma melhor solugdo do problema.
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9.3 pCTG

Nesta parte, replicamos alguns dos experimentos descritos na se¢do anterior considerando o plane-
jamento da operacdo com aversao a risco. Relembramos que a medida de risco adotada serd uma
média entre o valor esperado e o CVaR, dada por:

p)\,Oé(X) = (1 - )‘)E [X] + )‘C\/aRa[X]a

onde a determina o nivel de aversao a risco do CVaR, e corresponde aos « cendrios mais caros.
Comegamos com uma escolha tradicional dos parametros de aversao a risco, dada por A = 0.15

e a = 0.1. Os resultados obtidos para cada uma das metodologias de cédlculo de cortes foram:

Neste caso, como incluimos uma medida de risco na fungéo objetivo do problema de otimizacdo, o

Cortes utilizados

Métrica Benders SB ECTG
Tempo (seg) 41 771 15190
Meméria (GB) 0.419 0.421 1.111

Risco calculado (Bi R$) 14.541 14.718 15.511
Custo simulado (Bi R$) 12.583 12.576 12.560

Tabela 14: Resultados para o modelo reduzido com 2REE, VMinOp e aversao a risco

valor calculado pelo programa, correspondente a linha “Risco calculado”, é uma cota inferior para o
risco total, e ndo para o real custo de operacdo, cuja estimativa da média é dada na linha seguinte.
Por conta disto, ndo é mais possivel exibir o gap entre o valor obtido pela solucdo aproximada do
problema e o custo de simulacao.

Vemos, novamente, que o tempo de célculo para os cortes na formulagdo conjunta (coluna
ECTG) demandam maior tempo; de fato, a diferenca é ainda maior com relagdo aos casos de
cortes de Benders ou de Benders reforgados (coluna SB), o que provavelmente se explica pela maior
complexidade dos problemas na formulacdo conjunta. Também notamos que a diferenca entre o
valor 6timo obtido com cortes de Benders e cortes de Benders reforgados (177 milhoes, ou 1.2%
do maior) é muito menor do que o ganho obtido ao usar cortes para a formulagdo conjunta (970
milhdes e 793 milhdes, respectivamente 6.2% e 5.11%).

Por fim, observamos que o custo simulado da operacgao estd apenas levemente superior ao custo
no caso neutro a risco, que era da ordem de 12.2 bilhdes de reais para um ano, e passou para 12.5
bilhGes de reais, que é um aumento da ordem de 2.5%. Podemos interpretar esta modificagdo como
um sinal de que a politica de operacao avessa a risco nao serd tao alterada com relagdo ao caso
neutro a risco.

Também realizamos um outro experimento, com uma parametrizacao diferente da aversao a
risco. Aqui, demos um maior peso para o CVaR, utilizando A = 0.6, mas também aumentamos a
proporg¢ao de cendrios a incluir, ao tomar o = 0.3. Assim, em uma dire¢do temos mais aversao
a risco, ao aumentar A, mas menos aversao, ao efetuar uma média sobre um maior nimero de
cenarios.

Neste experimento, obtivemos uma maior diferenca entre os trés casos, dos cortes de Benders
para Benders refor¢gados para cortes efetuados na formulacao conjunta. Ainda assim, os valor obtido
com a formulagdo conjunta é maior, como esperado. Vale observar que o efeito liquido de nossa
parametrizacio foi uma maior aversio a risco, o que pode ser visto tanto nos valores calculados,
que estio aproximadamente 70% maiores, como nos custos simulados, que chegaram a 13.2 bilhoes,
o que corresponde a um aumento de 8% com relagdo ao caso neutro a risco.
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Cortes utilizados

Métrica Benders SB ECTG
Tempo (seg) 39 752 3778
Meméria (GB) 0.874 0.928 1.013

Risco calculado (Bi R$) 24.561 25.570 26.471
Custo simulado (Bi R$) 13.257 13.234 13.227

Tabela 15: Resultados para o modelo reduzido com 2REE, VMinOp e uma outra parametrizagao
para aversao a risco

10 Conclusao

Neste relatoério, apresentamos os conceitos de medidas de nao convexidade, assim como algumas
ilustragoes do comportamento das mesmas com a presenca de incertezas. Em seguida, apresentamos
um exemplo de aplicacdo destas ideias, que leva ao uso de cortes de Benders reforcados para a
formulacao conjunta de cada estdgio em problemas de otimizacdo estocdstica multi-estagio.

A partir dai, desenvolvemos um conjunto de bibliotecas em Julia que fossem capazes de ser
integradas as bibliotecas JuMP e SDDP. jl ji existentes, para avaliar a performance deste método
de célculo da fungdo de custo futuro. Os resultados dos problemas indicam que, de fato, o uso de
cortes de Benders reforcados para a formulacdo conjunta é capaz de reduzir o gap entre o valor
calculado e o valor simulado de um problema de otimizacdo multi-estagio, tomando partido da
reducdo do gap operada pela presenca de incertezas, o que foi ilustrado com os graficos das funcoes
de custo futuro nos problemas da se¢do 7.2.

Esta mesma reducao do gap foi observada para um problema de otimizacdo que usa uma versao
reduzida do problema de operacdo do SIN, com 2 subsistemas interligados. Embora o uso da
formulagio conjunta necessite um acréscimo do tempo computacional, uma maior disponibilidade
de tempo de processamento para as demais estratégias de solucdo do problema consideradas nao
leva a melhores resultados. Para a formulagdo decomposta, um maior niimero de cortes resulta em
uma reducdo muito menor do gap; para a binarizacdo das variaveis de estado para o uso do SDDiP,
o calculo dos cortes Lagrangianos é mais demorado ainda, e também nao resulta em uma reducao
do gap se comparado com o uso de cortes de Benders tradicionais.

Em suma, observamos que o uso de cortes para a formulacdo conjunta permite uma representa-
¢ao convexa das fungoes de custo futuro, que d4 uma aproximacao significativamente mais acurada
das mesmas nas duas familias de exemplos que exploramos.

11 Generalizagoes e problemas em aberto

Vimos, nas secOes anteriores, que a estocasticidade em um problema de otimizacdo pode agir
no sentido de reduzir gaps de dualidade. Isto foi observado graficamente, através dos exemplos
apresentados na sec¢do 2, e analiticamente, como demonstrado na se¢do 3, para medidas concretas
de reducao deste gap, tanto em valores absolutos como em média; e também da reducdo da parte
negativa da segunda derivada, provada nas secoes 4.1 e 5.

Estes resultados tém aplicabilidade geral, e em particular para problemas de otimizacao es-
tocéstica, como vimos na se¢do 6, ao comparar métodos para construcao de cortes, e apresentar
as necessarias modificagoes aos algoritmos de programacdo dindmica. Indicamos a seguir algu-
mas linhas de pesquisa, em direcdo a resultados mais precisos, ou mais préximas do contexto de
otimizagao estocastica.
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11.1 Resultados quantitativos

A maior parte dos resultados que obtivemos sdo qualitativos, e ndo podem garantir que, para
uma dada funcdo valor 6timo f e uma varidvel aleatéria Z com lei u, a fungdo de custo futuro
resultante Q(x) = E[f(z + Z)] serd convexa. Sabemos que sua nio-convexidade nio aumenta,
pelos teoremas 3.2, 3.6 sobre o gap, e suas respectivas generalizagoes 4.5 e 4.6. Em alguns casos até
podemos dizer que, se u for suficientemente “dispersa”, o gap sera arbitrariamente pequeno, como
visto no teorema 3.4. Além disso, obtivemos um resultado de impossibilidade de convexificacdo, no
caso de fungbes que sdo minimo de fungoes suaves, e distribuigoes discretas, teorema 5.11.

Em especial devido a este ultimo, seria interessante obter resultados quantitativos mais precisos,
em duas diregoes, que delineamos a seguir. A primeira seria uma garantia da reducéo do volume do
gap, em paralelo ao teorema 3.3 sobre a reducao do maximo do gap. Com efeito, vimos ao longo dos
exemplos que é possivel que o dominio de néo convexidade da funcio de custo futuro Q seja maior
do que o da funcao valor 6timo f, e a incerteza atuaria apenas “espalhando” a ndo-convexidade
de f. Assim, ndo é claro que, em média, haverd uma redugdo do erro de aproximacao, que é o gap
médio. A decomposicao de f” em parte positiva e negativa (“de Hahn-Jordan”), vista na segdo 5.3,
e também usada indiretamente no teorema 4.2, serd provavelmente o ponto de partida para um
resultado quantitativo mais preciso, da mesma forma que o dominio de ndo-convexidade foi para o
resultado sobre o méaximo do gap.

Em segundo lugar, podemos esperar resultados mais precisos quanto aos casos onde hé conve-
xificacdo na passagem de f para Q, ao restringir a familia de modelos aleatérios. Por exemplo,
novamente, o teorema 3.4 se concentra nas distribui¢des uniformes em um intervalo, e é capaz de
garantir a reducgao do gap. Uma forma de reforcar estes resultados poderia ser ao também restringir
a familia de fungdes nao-convexas de que tratamos. De fato, a teoria desenvolvida nao especifica
a origem de tais func¢des mas, para nossa aplicagdo, as fungdes f serdo funcbes valor 6timo de
problemas de otimizacao inteiros-mistos. Esta estrutura suplementar pode ser explorada para dar
resultados melhores.

11.2 Generalizando a transicao de estado

Para a teoria desenvolvida, utilizamos uma forma especial da incerteza, qual seja, aditiva no estado,
caracterizado pela equacdo dinamica (2.3):

Al’t + Byt =b+ T(él?tfl + &)

Entretanto, esta forma poderia ser restritiva demais, e ndo abranger uma gama suficientemente
grande de problemas de otimizacao estocastica. Vamos apresentar dois exemplos disto.

O primeiro caso é quando a incerteza nao atua apenas no estado. Por exemplo, a demanda
poderia ser incerta, o que seria uma alteragao direta em b, sem passar pela mesma transformacao
T que carrega a dependéncia de z;_1 em x;. Assim, j4 ndo é mais possivel escrever Qu(w;_1,&)) =
fxy + &) e efetuar uma mudanga de varidveis. O que pode ser feito, contudo, é usar uma forma
parcial: como temos

Azy + Byy = by + Ty + WE,

ainda é possivel escrever Q;(z—1,&l) = g(Txi—1 + WE). Observe que, devido a presenga da
transformagdo T, a dimensdo do dominio de g ndo tem mais relacdo com a dimensdo de x;_1, e
talvez s6 possamos observar uma parte de ¢ ao variar z;_;. A variabilidade em &' ainda pode
reduzir a nao convexidade da fungao g, e no caso em que G(y) = E [¢g(y + WE)] seja convexa em y,
isto serd suficiente para que Q(zini) = G(TTin;) seja convexa. Entretanto, no caso em que G ainda
seja nao-convexa, nao é imediato que a ndo-convexidade de G(T'z;_1) seja inferior & de g(T'z;_1).
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O segundo ¢é o caso de problemas onde a incerteza apresenta dependéncia temporal, em que é
comum ter um modelo com um par de equagdes, uma para o estado original, outra modelando o

processo &;:
Axy + By, =b+Txi_1 + W&,

& = P61 + Pone.

Agora, a varidvel aleatéria do modelo passa a ser 1, e 0 processo & passa a ser uma variavel de
estado. Escrevendo a equagao acima em blocos, obtemos:

A 0 Tt + B — b+ T W‘pl Tt—1 4 W(I)()

0 Id|&] o] T o @ Jlega] T @ [T
Este modelo ainda se encaixa no modelo geral, onde a dinamica é regida por duas matrizes indepen-
dentes, uma para o estado, e outra para a incerteza. Entretanto, como esta estrutura é bastante

regular, talvez seja possivel obter resultados mais precisos de convexificacdo da funcdo de custo
futuro.

(11.1)

Outra direcao de pesquisa futura se refere a modelos com outras formas de incerteza, por exem-
plo em modelos auto-regressivos multiplicativos. Com a passagem do protétipo para JuMP-0.19
e a nova versao da biblioteca SDDP. j1, resta desenvolver a interface de dados e adaptar o modelo
matematico para tratar este tipo de modelos.

11.3 Decomposicao parcial de cenarios

O custo computacional da formulacao conjunta cresce conforme aumenta o ntimero de cenérios,
o que pode se tornar uma desvantagem séria caso seja necessario efetuar uma discretizagdo mais
fina das distribui¢oes de probabilidade do problema. Uma possibilidade de mitigar este efeito seria
determinar, a priori, subgrupos de ruidos cuja média ja tenha uma medida de ndo-convexidade
significativamente menor. Assim, seria possivel calcular cortes de Benders reforcados para cada
um destes subgrupos, e em seguida fazer a média destes ultimos, o que poderia reduzir o tamanho
maximo do PL que seria calculado. Em tltima andlise, gostariamos de determinar o menor conjunto
de ruidos a ser considerado para obter a convexificacdo da funcdo de custo futuro, e se um tal
“menor conjunto” de fato existe. Estas questdes também levam a investigar a escala dos ruidos
face as nao-convexidades da funcao valor étimo.
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