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Sumario

Dando continuidade aos projetos de “Metodologias de Programacao Fstocdstica Inteira”, estabeleci-
dos entre o ONS e a COPPETEC/Instituto de Matematica da UFRJ, contratos GMC-CT-093/17
e PEM-CS-200/18, este projeto considerou na modelagem do problema de planejamento da opera-
¢ao a representacdo de um problema com horizonte periddico. H4 duas motivagGes principais para
tal representacdo: em primeiro lugar, o horizonte peridédico evita os efeitos de bordo presentes no
final do horizonte de planejamento. Em segundo lugar, é esperado que um modelo com horizonte
periédico permita resolver problemas com maior acurdcia, para um mesmo custo computacional,
essencialmente por reaproveitar cortes obtidos em varios estdgios periddicos.

A primeira parte deste relatério é metodoldgica, na qual introduzimos os modelos de otimizacao
estocastica em horizonte periddico, e apresentamos uma discussdo sobre as hipdteses subjacentes
ao modelo de planejamento da operagdo que justificam sua aplicagdo. Também contemplaremos
modelos pré-periédicos, que flexibilizam algumas destas hip6teses, permitindo uma maior gama de
aplicacoes.

Em seguida, observaremos como as técnicas de programacao dindmica podem ser adaptadas
para resolver problemas de horizonte periddico. Focaremos nas diferencas quanto a natureza do
problema, mas também nas similaridades que permitem implementar um algoritmo similar & PDDE
(Programacao Dual Dindmica Estocéstica) para calcular solugoes de problemas periddicos.

Finalmente, faremos uma breve discussao quanto ao estabelecimento de um regime estacionario
das solucdes: em que sentido este regime deve ser interpretado, e algumas de suas propriedades,
especialmente relacionadas as nocoes de Cadeias de Markov. Aprofundando a abordagem probabi-
listica, apresentaremos também a teoria de testes de hipdteses nao-paramétricos, que sdo necessarios
para dar apoio estatistico a convergéncia - ou nao - das solugdes ao estado estacionario.

A segunda parte se dedica a avaliagdo do uso pratico desta modelagem, analisando exemplos
de problemas de planejamento da operacido cada vez mais complexos. O protétipo computacional,
desenvolvido através dos projetos supracitados, continuou sendo aprimorado. Notamos, principal-
mente, as diferentes adaptagoes necessarias para modelagem e simulacdo em horizontes periédicos;
a sua atualizagao para as novas versoes da linguagem Julia e dos pacotes JuMP e SDDP. jl; uma
contribuicao ao cédigo do pacote SDDP. j1 para aumentar a estabilidade numérica ao resolver pro-
blemas de grande porte; e a modificagdo para utilizar o solver GLPK, livre e gratuito, por default.

Nos casos de estudo analisados, pudemos observar que o modelo proposto da resultados muito
bons, e consistentes. Primeiramente, notamos que ocorreu a convergéncia para o regime estacionario
em todos eles. A variavel principal para esta analise é, sempre, a energia armazenada, que, na maior
parte das vezes, é a que mais demora a atingir este patamar. Em alguns casos estudados, este regime
se estabelece, de forma clara, somente apds mais de 8 anos. Também observamos, em casos simples,
que esta convergéncia nao depende da condicao inicial: para trés casos, o estado estacionario obtido
ap6s 8 anos é estatisticamente idéntico, o que sugere que o sistema de fato possui um tnico estado
estaciondrio, atrator.

O regime estaciondrio depende do problema em si: o estudo de dois modelos com periodici-
dade semestral, correspondentes a agregacoes distintas dos 12 meses do ano, apontou para regimes
marcadamente diferentes, o que era esperado.

Mais ainda, ao comparar o modelo usual de 120 estagios mensais com um modelo periédico de
12 estagios, notamos que o modelo periédico produz resultados similares, e sem efeitos de fim de
horizonte, com o uso de apenas 12 func¢oes de custo futuro, em vez de 120. Por néo ter o efeito de
fim de horizonte, o modelo peridédico tem um sinal diferente de armazenamento, o que leva e uma
operacao levemente mais conservadora, e que, de fato, estabiliza apdés um certo tempo, enquanto
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que o modelo de 120 estagios ndo tem um momento claro de estabilizacdo da energia armazenada:
apo6s descontar as variacOes sazonais, ela sobe nos cinco primeiros anos de operagao, e decai nos
quatro seguintes.

Ademais, ao utilizar uma mesma funcio de custo futuro em meses correspondentes, o modelo
periddico tem uma operacdo mais consistente, e com menos flutuagao da geracao térmica, do que
o modelo de 120 estagios. Isso leva, entre outros, a uma melhor distribuicdo da geragao térmica ao
longo dos meses, o que gera menos picos de despacho térmico. Para tanto, a energia armazenada
é malior e, naturalmente, mantém uma tendéncia de subida mais acentuada do que o modelo de
horizonte finito. Com tudo isso, o modelo periédico tem um custo total de operagdo menor, por
evitar despachar térmicas com alto custo marginal, e também reduz a ocorréncia de deficit.

Por fim, também efetuamos comparagoes com um modelo incorporando aversao ao risco, que é
perfeitamente compativel com modelos de horizonte infinito, e produz resultados significativamente
diferentes, como esperado, inclusive do ponto de vista do regime estacionario atingido.

CONTEUDO Versao 1.0
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1 Introducao

Nos dois projetos anteriores, motivados por questoes de modelagem matematica, exploramos e
apresentamos diversas técnicas para tratar de problemas de otimizacdo estocastica multi-estagio
com variaveis inteiras [FPdCLAFCdC18, [dCAdFK*19]. Em ambos, sempre foi bastante claro que,
com o aumento da capacidade de representacdo do modelo, gracas a maior flexibilidade permitida
pelas variaveis inteiras, também havia um maior custo computacional para a solucdo do problema.

Este custo se manifestava de duas formas, que ficaram bastante claras durante o primeiro pro-
jeto. A primeira é resultado da maior dificuldade intrinseca para resolver problemas de programagao
linear inteira-mista, se comparados a problemas de programacao linear onde todas as variaveis sao
continuas, como tradicionalmente usado para os problemas de planejamento de médio prazo da
operacao. A segunda é ligada ao método de solugdo: para aproximar a politica 6tima de operacio,
a decomposicao temporal subjacente aos algoritmos de programagcao dindmica estocastica necessita
aproximar as fungoes de custo futuro. Ora, havendo varidveis de decisao inteiras, é possivel que as
funcoes de custo futuro deixem de ser convexas, o que aumenta tanto a dificuldade de aproximar
tais fungoes, como de representd-las computacionalmente para serem usadas no estagio anterior.

Esta observacao foi um dos pontos de partida do segundo projeto, que empregou um método,
ainda de decomposicao temporal, que utiliza apenas aproximacoes convezas das func¢oes de custo
futuro. Por nao introduzir outras nao-convexidades nos problemas de cada estagio, também redu-
zimos a complexidade dos problemas de programacao linear inteira-mista resolvidos a cada iteracao
do algoritmo. Esta técnica trouxe bons resultados, tanto do ponto de vista do tempo computacio-
nal, como do ponto de vista da reducao do gap de dualidade, fornecendo assim melhores estimativas
para os custos de operacao.

Ao longo deste segundo projeto, surgiu a ideia de buscar reduzir o custo computacional de
algoritmos de programacao dindmica ao reduzir diretamente o niimero de fungoes de custo futuro
a serem estimadas. Esta ideia também foi motivada pela estrutura periédica do problema de
planejamento da operagdo, cuja sazonalidade mensal é repetida ao longo de um horizonte de 10
anos.

Mais ainda, do ponto de vista matematico, o uso de um horizonte periédico tem duas vanta-
gens. Primeiramente, o horizonte atual de 10 anos, com 5 anos de configuracdo dindmica e em
seguida 5 anos de configuracio estatica contém uma escolha arbitraria para o final do horizonte
de planejamento. Os 5 anos de configuracdo estdtica tem como propdsito evitar efeitos de bordo,
resultantes da inicializacdo com uma funcao de custo futuro nula. Ora, se a configuracao ¢é estatica,
e o processo de incertezas é sazonal, veremos que é possivel modelar um problema periédico que
esté livre dos efeitos de bordo.

Em segundo lugar, o modelo periédico permite introduzir claramente a nocdo de um estado
estacionario do problema de otimizagdo estocdstica. A partir da andlise do estado estacionério,
esperamos poder compreender de forma mais rigorosa os diversos comportamentos observados ao
resolver o problema de planejamento, inclusive em horizonte finito, ao transferir resultados, mesmo
que de forma qualitativa, entre ambos.

Neste projeto, estudamos como utilizar um modelo periddico para resolver o problema de pla-
nejamento da operacdo, assim como suas consequéncias do ponto de vista do tempo computacional
e dos resultados obtidos. O uso de problemas periédicos em otimizacao é, de certa forma, classico:
no caso em que os estados e decisoes sdo discretos, esta abordagem faz parte da area de processos
Markovianos de decisdo [Berl2]. No dmbito de problemas de otimizagao estocéstica, onde em ge-
ral o estado e as decisdes sdo continuos, uma primeira abordagem foi dada por Birge em [BZ07].
Mais recentemente, estas ideias foram incorporadas ao algoritmo de Programacao Dindmica Dual
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Estocastica (PDDE), em diversos trabalhos [Dow20), [SD20].

Este relatorio comega com uma revisdo do modelo de planejamento da operacdo, para intro-
duzir a notacdo, e dai apresentar a modelagem em horizonte infinito, e depois o caso de horizonte
infinito e periédico, que serd o foco deste projeto. Apds termos estabelecido os modelos utilizados,
iremos apresentar os algoritmos utilizados para resolver os problemas de otimizagao estocéstica re-
sultantes, enfatizando as similaridades e diferencas com o algoritmo de programacao dual dindmica
estocastica (PDDE) atualmente empregado pelos modelos computacionais que o ONS utiliza para
o planejamento da operacdo. Nesta parte, a nogdo de Operador de Bellman, ligando as diferentes
fungoes de custo futuro, serd fundamental tanto para a descricio matematica do modelo como para
a construcao do algoritmo de solucéo.

Em seguida, abordaremos o lado probabilistico do modelo, introduzindo a nocao de estado
estaciondrio para cadeias de Markov, e analisando as questoes de convergéncia e unicidade. Vale
ressaltar, desde ja, que o calculo deste estado estaciondrio nao é uma tarefa simples, e por isto
apresentaremos alguns testes estatisticos que nos permitirdo analisar, de forma quantitativa, se
houve de fato convergéncia para um eventual estado estacionario.

Dal, o relatério prossegue para uma parte mais computacional. Em primeiro lugar, faremos um
resumo dos aprimoramentos trazidos ao prototipo ao longo deste projeto, assim como uma descri-
¢do do ambiente computacional empregado. Com isto, passaremos aos casos de estudo analisados,
comegando por um modelo simples, com apenas uma variavel de estado, que é equivalente ao SIN
totalmente agregado em um mercado e um reservatério equivalente de energia (REE), portanto
também sem restricbes de transmissdo. Este caso é suficientemente simples para que possamos
analisar em profundidade os resultados, pois havera menos varidveis de decisdo. Além de uma com-
paracao entre o modelo periédico e um modelo de horizonte finito, também faremos comparacoes
com modelos semestrais, para destacar o impacto da sazonalidade no regime estacionario.

Em seguida, abordaremos um caso mais proximo da realidade operativa, onde consideramos os 4
REEs tradicionais (SE, S, NE, N) e os submercados correspondentes. Ai, veremos o impacto, por um
lado, das restri¢cbes de transmissao, mas também dos limites médximo e minimo de armazenamento
em cada reservatorio, na politica obtida. Além de uma comparaciao com o caso de horizonte finito,
veremos a importancia da implementacido adaptada ao horizonte infinito das etapas forward e
backwards da PDDE para construir as fungées de custo futuro corretas para o problema.

Enfim, também efetuamos uma andlise com aversdo ao risco, que é compativel com esta me-
todologia de problemas periédicos, para observar os impactos tanto na politica como no estado
estacionario.

Enfim, encerramos o relatério elencando trabalhos futuros que podem ser realizados, a partir
das conclusoes tiradas destes desenvolvimentos.

1 Introducao Versao 1.0
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Parte 1
Fundamentacao metodolégica

2 Formulagao periédica

Para apresentarmos a formulacdo periédica adaptada ao modelo de planejamento da operagao,
iremos fazer um breve resumo da estrutura fundamental do problema, considerando um modelo
simplificado do mesmo. A seguir, destacaremos sob quais condig¢oes este problema pode ser re-
formulado a partir de uma perspectiva de horizonte infinito e periédico. Entao, apresentaremos
uma formulacdo mista, e mais geral, composta por um conjunto de estagios periédicos, precedidos
de estagios nao periddicos, que também sdo conhecidos como pré-periodicos. Este modelo misto,
combinando ambos tipos de estagios, permite maior generalidade de aplicagdes, e é o mais préximo
do problema de planejamento da operacao tal qual utilizado pelo ONS atualmente.

2.1 Modelo simplificado de planejamento da operacao de longo prazo

A formulacdo em programacao dindmica do modelo de planejamento de longo prazo da operacio,
considerando a representacdao agregada das usinas hidrelétricas em reservatorios equivalentes, é
dada por:

Qi(ve,a¢) = min clge + cc}dft + BQsr1(vet1) (2.1)
(ves1,qt,5t,9t,df;, ft)

S.& Ugyl = Ut + ar — qt — St,
qe + Mg + df, + Mp fi = dy,

O<wvp1 <7, 0<@u<q g<G <y,
0< fi<f, 0<s, 0<df,
— E Vg1, @ ,tef{l,..., T —1
Qt+1(vt+1)_{O[Qt+l( t+1,0t41)] 75:{T } 7 (2.2)

para todo ¢t desde 1 a T'. Para cada estagio t, o vetor de varidveis de decisdo é xy = (vi1, Gt, St, 9t dfys ft)-
Neste modelo simplificado, a tinica incerteza considerada é a afluéncia a;, que € assumida “stagewise
independent”. Ao longo desta secdo, detalharemos as variaveis, restricdes e funcdo objetivo deste
problema de planejamento.

2.1.1 Funcao objetivo

A funcao objetivo
g+ Cdedft + BQt+1(vet1)

representa a soma dos custos de geragdo térmica, déficit (corte de carga) e o custo futuro Q11 (vit1)
onde:

Versao 1.0
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¢ vetor de custo unitario térmico ($/MWmés);
g+ vetor de geracdo térmica no estagio t (MWmés);
cqf vetor de custo unitario do déficit ($/MWmés);
df, vetor de déficit de energia no estagio t (MWmés);
£ fator de desconto;

Q;+1(-)  funcdo de custo futuro do estdgio t + 1 correspondente ao valor espe-
rado do custo total do estdgio t + 1 em diante ($);

vi+1  vetor de energia armazenada ao final do estédgio ¢ (MWmés);

Em cada estagio a funcdo objetivo é composta por duas parcelas. A primeira é uma funcao de
custo imediato, ¢'g; + cgfdft, que d& o prego a ser pago pela quantidade de energia gerada através
de térmicas mais o custo atribuido ao déficit de energia que ocorre naquele estigio. Ja a segunda é
uma funcdo de custo futuro, 5Q;1(+), que, para um dado volume armazenado nos reservatérios no
final do estagio, d4 a média dos custos imediatos de todos os préximos estagios. Assim, a decisao
no estagio t leva em consideracdo nao apenas os custos atuais, mas também uma estimativa dos
custos decorrentes da decisdo operativa naquele instante de tempo, descontada por um fator j3.

2.1.2 Equacao de balango de energia hidraulica

A equagao de balango de energia hidrdulica no estagio t é
Vi1 = Vg + Q¢ — G — S,

onde
vy vetor de energia armazenada no inicio do estagio t (MWmés);
a; vetor de energia afluente durante o estdgio ¢ (MWmés);
q: vetor de energia turbinada durante o estdgio ¢ (MWmés);

s¢ vetor de energia vertida durante o estdgio t (MWmés);

O significado dessa restrigdo é fisico: conservagdo de energia. A quantidade final de energia
(ou agua) disponivel em um reservatério, denotada por vi41, € igual a quantidade que ja estava
14 no comego do estdgio (v;) mais quanta energia chegou (a;) menos o que foi defluido, seja por
turbinamento (g;) ou vertimento (s).

2.1.3 Equacao de balancgo de carga

A equacgao de balango de carga para todos os subsistemas e estagio t é:
@+ Mg+ dfy + Mpf = d;

onde

2.1 Modelo simplificado de planejamento da operagdo de longo prazo Versao 1.0
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d; vetor de carga durante o estagio ¢t (MWmés);
q: vetor de energia tubinada durante o estdgio t (MWmés);
M; matriz indicadora das térmicas associadas a um mesmo subsistema;
g¢ vetor de geracdo térmica durante o estigio ¢t (MWmés);
Mig; vetor de geragao térmica total em cada subsistema (MWmés);
df, vetor de déficit de energia durante o estdgio ¢t (MWmés);

Mp matriz de incidéncia representando as direcbes de fluxo de energia
entre os subsistemas;

ft vetor de intercambio de energia durante o estagio ¢, em cada conexao
(MWmeés);

Mpf: vetor de intercAmbio liquido de energia entre os subsistemas
(MWmés);

Esta equacao corresponde a restricao de carater fisico que nos diz que a soma da geracgao térmica
com a geragao hidrelétrica num dado estagio deve ser igual a demanda daquele estagio.

Aqui, isso se traduz na equagao de balanco de carga. Ou seja, a carga total d; para atender a
demanda em cada subsistema sera igual a soma da energia turbinada naquele estagio ¢, da geracao
térmica Myg; de cada subsistema, da quantidade de déficit no estagio df, e do intercambio liquido
de energia entre os subsistemas Mp f;.

2.1.4 Limites de variaveis

Os limites das varidveis de decisdo sao:

0 < w41 <T  vetores de limites superior e inferior de energia armazenada (MWmés);

0 < ¢ <7q vetores de limites superior e inferior de energia turbinada (MWmés);
g <gt <7 vetores de limites superior e inferior de geragao térmica (MWmés);
0< f; <f vetores de limites superior e inferior de intercAmbio de energia

(MWmés);
0 < df, vetor de limites inferior do déficit (MWmés); e

0 < s; vetor de limites inferior da energia vertida (MWmés).

Para manter a coeréncia com a realidade, as variaveis relacionadas a volume armazenado ou
geracdo de energia devem ser sempre nao-negativas. Além disso, as variaveis podem possuir algum
limite superior ou inferior nos valores que podem assumir. Estas restri¢goes permitem modelar os
limites reais na producao de energia pelas usinas ou no fluxo possivel nas linhas de intercambio.

2.1.5 Notacao do modelo de planejamento

De forma a enfatizar as diferencas entre variantes deste modelo bésico, representaremos as restricoes
de limite (também conhecidas como restri¢oes “de caixa”) pelo conjunto X3, e as varidveis pelo vetor
Tt:

wyi= (Vit1, @, ¢, Gt dfy, fi) € X

2.1 Modelo simplificado de planejamento da operagdo de longo prazo Versao 1.0
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Sempre que for conveniente, reescrevemos o modelo de planejamento como
Qt(v,ap) = nﬁn cgr + cgfdft + BQi+1(ve41) (2.3)
S.a Vg4l = UVt + Gt — Gt — St,
@ + Mrge + dfy + Mp fr = dy,
xt = (Vt+1, G, St; G, dfy, fi) € Xt

Observe que também omitimos a definicio da funcdo de custo futuro Qy1(viy1) como média
dos custos Qr+1(Ve+1,ar41)-

Este modelo pode ser representado graficamente como indicado na figura Nele, cada circulo
representa um estagio, e as flechas indicam o fluxo do tempo. Optamos por nao representar a arvore
de cendrios completa, porque neste momento vamos focalizar nos estagios e nas fungoes de custo
futuro. E como no caso de incertezas stagewise independent ha uma funcao de custo futuro por
estdgio, este grafico também indica a dependéncia entre as funcdes de custo futuro: a funcdo Qo
depende de O3, e assim por diante, até que a ultima (Q120) ndo depende de mais nada, o que é
indicado pelo simbolo terminal.

Figura 2.1: Problema de otimizagao com 120 estagios.

2.2 Modelo em horizonte infinito

Vamos generalizar o modelo acima, de programacao dinamica, para problemas de horizonte infinito:
para isso, suprimimos a condi¢ao terminal

@T-‘rl = Oa

2.2 Modelo em horizonte infinito Versao 1.0
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e estendemos o problema indefinidamente a frente. Entretanto, ndo é claro que esta generalizacao
é valida, pois ao incluir infinitos estagios a prépria definicdo das fungoes de custo futuro depende,
sempre, de infinitos estigios.

Para provar que este modelo estd bem definido, vamos usar a formulacio extensiva [SDR09| de
problemas de otimizacao estocéstica, incluindo todos os estagios e cenarios em um tnico problema:

min B |52, 87 (Tor€) + e di(©) ) | (2.4)

(Ve+1,qt,5¢t,9¢t,df, ft)
S.a V41 = U+ ar — G — S,

qt + Mg + dfy + Mp fi = dy,

onde enfatizamos a dependéncia das variaveis de decis@o g; e df, na realizacdo da incerteza £ dentro
da funcao objetivo, que estd sendo minimizada em média. Esta dependéncia também poderia ser
explicitamente incluida nas restricdes, por exemplo escrevendo a primeira como

vir1(§) = vi(§) + ar(§) — qr(§) —s:(§), VS

mas nao o faremos, em geral, para simplificar a notacdo. Como no modelo original das equacsoes
e , a Unica incerteza que levamos em conta sao as afluéncias a;, e portanto cada cenario
& deve conter todas as realizacdes para t > 1.

Observamos, também, que os custos de um estégio ¢ aparecem multiplicados por um fator 3:~1,
que corresponde a corre¢ao dos precos no tempo ¢ para pregos no tempo 1. Ao escrever o modelo de
programacao dindmica como nas equagoes e , hé apenas um fator £, pois este transporta
os pregos do tempo ¢t + 1 de volta ao tempo ¢, independente do valor de . Com isto, notamos que a
funcdo de custo futuro Q41 (vs41) representa o custo futuro, no tempo t + 1, da operagdo também
a partir do tempo ¢ + 1.

Com a formulacao extensiva, é mais facil estabelecer hipoteses para que o problema de horizonte
infinito esteja bem posto. A mais comum é que os custos imediatos sejam limitados, ou seja, que,
para qualquer estado inicial v;, existam decisbes vidveis no tempo ¢ tais que o custo

¢ ge(€) + cardfy(€)

seja limitado por alguma constante C', independente do estagio t.

Como consequéncia direta dessa hipdtese, podemos demonstrar a existéncia de uma cota supe-
rior para o custo total da operagdo, ao longo do tempo. Isso também garante que, apesar de ter
infinitos estagios, temos solucgbes cuja fun¢do de custo futuro serd finita. De fato, o termo dentro
do valor esperado em serd limitado por

ee} 0 1
2,87 T n©) + ey i) < 28710 = O, (2.5)
t=1 t=1

onde usamos que S < 1 para poder realizar a soma da progressdo geométrica. Assim, independente
do cenario, o custo operativo sera limitado, e portanto ao calcular a esperanca o custo médio
também serd limitado da mesma forma.

Uma vez que os custos de operagao sao sempre finitos, podemos definir uma fungdo de custo
futuro para cada estagio t, analogamente ao que fazemos no caso de horizonte finito. A funcéo de

2.2 Modelo em horizonte infinito Versao 1.0
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custo futuro do estagio 1, levando em conta o estado final vo do primeiro estagio sera:

Qo(va) = min - Ee| 57,8 (Tau(€) + cfpdh(©)) (2.6)

(vt+1,qt,5t,9¢,dfy, ft)
S.a Ugy1 = Ut + A — Gt — S,

qt + Mg + dfy + Mp fi = dy,

0<Ut+1<§> 0<qt<qa Qggtéga
0< fi<f, 0<s, 0<df,
onde as equacdes serao validas apenas para t = 2,3, ..., sendo excluido o primeiro estagio corres-

pondente a t = 1. Assim, a soma da func¢ao objetivo comeca no estdgio t = 2, e o fator de desconto
também serd ajustado, para corresponder ao preco corrente em t = 2.

Analogamente, definiremos as fungdes de custo futuro 9, (v,) do n-ésimo estdgio no modelo de
horizonte infinito, como o minimo do custo esperado de

o0

DB (T gu(€) + cjpdfi(9))

t=n

sujeitos as mesmas restrigoes a partir de t = n, e dado o volume inicial v,.

Feito isto, podemos recuperar a formulacao de programagao dinamica da se¢ado anterior, e obter
a decomposicao temporal do problema de otimizacdo, separando em um custo presente e custo
futuro a cada estagio, sujeito as restri¢oes e incertezas daquele estdgio.

Comentdrio 2.1. Seria possivel adotar uma outra convencao para as fungdes de custo futuro, onde
o valor das mesmas sempre se referisse ao tempo inicial ¢ = 1. Neste caso, a definicio das mesmas
nao necessitaria alterar o fator de desconto, mas, com isto, teriamos outra interpretagao para as
mesmas. A convengao que usamos sera mais conveniente para o tratamento dos casos de horizonte
periddico.

A grande dificuldade deste modelo de otimizagao estocdstica em horizonte infinito é a presenca
de um numero infinito de fungdes de custo futuro, uma para cada estagio. Assim, mesmo dispondo
de uma formulagdo em termos de programacao dindmica, ainda seria necessario determinar uma
infinidade destas funcées de custo futuro, o que levaria a um custo computacional muito elevado.
Por isto, destacamos nas préximas secdes dois casos particulares, mas computacionalmente mais
abordaveis, onde sempre teremos um namero finito de func¢des de custo futuro a serem calculadas
para obtermos a solucéo.

2.3 Caso periédico

No modelo apresentado na equagao (2.1)), cada estégio ¢ é, a principio, independente dos demais: a
demanda d; pode ser diferente de ds, assim como as capacidades de geragdo ¢, armazenamento v,
...também podem evoluir com o tempo. Mais ainda, as afluéncias, dadas por varidveis aleatérias
A;, também podem ser diferentes. Aqui, queremos dizer que a varidvel aleatéria A; pode ter
distribui¢io diferente da distribuicdo de Az, e ndo que uma realizacdo particular (em um cendrio,
por exemplo) destas variaveis foi diferente.

Entretanto, no caso do problema de planejamento da operacgao, alguns destes parametros apa-
recem de forma periddica. Os mais notéaveis sdo: as afluéncias, que seguem um processo peridédico,
refletindo a sazonalidade das estagoes chuvosas e secas, e a demanda, que reflete aumentos e re-
dugbes de consumo de energia segundo as estacdes. Além disto, varios pardmetros podem ser

2.3 Caso periddico Versao 1.0
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constantes: por exemplo, as capacidades das usinas e seus custos mudam apenas quando muda a
configuracio do sistema.

Comentdrio 2.2. Aqui, estamos analisando a periodicidade dos parametros do problema, ou seja,
dos dados que determinam o problema de otimizacdo especifico que buscamos resolver. E a perio-
dicidade destes parametros que determina se um problema sera peridédico ou néo.

E importante frisar que, neste momento, nio estamos considerando o valor que as solu¢ées terdo,
nem as vartdveis de decisdo, que dependem nao apenas do estigio, mas também de todo o cendrio
até elas. De fato, vale lembrar que as decisoes (vi+1, G, St, 9, df;, fi) dependem, além da realizagao
particular da incerteza no estagio ¢, também do estado inicial v; que, por sua vez, depende das
decisOes e incertezas passadas.

Estas caracteristicas sugerem investigar a formulagdo do problema no caso em que todos os
parametros do problema sejam periédicos. O problema especifico de planejamento da operacao,
tal qual utilizado atualmente pelo ONS, néo é estritamente periédico, mas pré-periddico. Veremos
como este caso se comporta na préxima segao.

Neste caso periédico, podemos simplificar bastante a analise do modelo de otimizacao estocastica
resultante. De fato, suponha que todos os pardmetros do problema tenham periodo p.

Em primeiro lugar, a verificacdo de que o problema de planejamento estd bem posto é mais
simples: basta analisar cada um dos estagios que compéem um periodo quanto a

o presenca de recurso relativamente completo (usualmente dado por variaveis de folga); e

e existéncia de uma cota superior C, independente do estado inicial e realizacdo da incerteza
&, para os custos.

Como visto na equacao , para qualquer valor do fator de desconto (3, menor do que 1, o
problema serd limitado.

Recapitulando a defini¢do das fungdes de custo futuro, podemos notar que as fungdes Qay)p €
Q5 sdo idénticas. De fato, o problema de otimizacdo correspondente a cada uma delas é o mesmo,
j& que os parametros que os definem sdo iguais. Aqui, em particular, vale lembrar a observagao
sobre o fator de desconto: a soma em Qp comeca em t = 2, mas é descontada com B'~2 para ser
o custo em t = 2. Por sua vez, a soma de @gﬂ) comeca em t = 2 + p, mas o fator de desconto é
alterado para '~(2*P)_ ji que Oy, representa o custo em valores no tempo t = 2 + p. Assim,

ee}
Q24p(v) = min Z ﬁt_(2+p) (cht + C(Ifdft)

t=2+p
s
— min Z B(T+p)=(2+p) (¢ grip + c}f df; )
T=2
w —
T=2

Isso garante que, dado um valor qualquer v, qualquer solu¢io de Qo (v) pode ser usada, transladada
no tempo de p estdgios, para resolver Qs ,(v), e reciprocamente.
Naturalmente, o mesmo vale para qualquer estagio subsequente:

Orip(v) = O4(v), para t > 2.

2.3 Caso periddico Versao 1.0
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Em particular, temos p = 12 no caso do planejamento da operagao de médio prazo, o que
mostra que, para resolver o caso periédico correspondente, basta calcular as func¢des de custo
futuro correspondentes a

@2,@3, ce ,@12, € @13-

Notemos que, como o problema nio tem Q1, pois o primeiro estagio ¢ deterministico, a formulacao
do problema de horizonte infinito e periédico exige a construcao de 13 estdgios: o primeiro, deter-
ministico, e 12 estocéasticos em seguida, para fornecer as 12 fungoes de custo futuro que descrevem
um periodo completo. Este modelo estd ilustrado na figura onde indicamos com as setas retas
a passagem do tempo. A wltima seta, ligando o estdgio 13 ao segundo, deve ser interpretada nao
como uma volta ao passado, mas apenas representando o fato que o futuro do estdgio 13 é andlogo
ao que aconteceria se comecassemos do estagio 2, com o estado de saida do estdgio 13.

Figura 2.2: Problema de otimizagdo de periodo 12.

As equagoes de programacao dindmica sdo, essencialmente, as mesmas do caso de horizonte finito
e também do horizonte infinito: elas representam o custo total como soma de um custo presente e
o custo futuro. No caso periddico, entretanto, podemos simplificar a recorréncia, sem a necessidade
de termos infinitas fun¢des como no caso de horizonte infinito. De fato, como @24, = @2, a equacao
que define Q14 ¢

Q1+p(v1+pa G1+p) = gﬂn CT91+p + C;f df1+p + 5@2(U2+p)
P

S.a V24p = Vi4p T Al4p — Qi+p — Sl4ps
Qi+p + Migiep + dfyyp + Mp frep = digp,

Ti4p = (Ul+p+17QI+p7 S1+4ps 91+ps dfl—‘,—p? f1+p) € Xl+p-

Assim, a recorréncia de programacao dindmica, que em horizonte finito comeca em t = T, e é
calculada até ¢ = 1, passa a ser uma recorréncia entre p funcoes de custo futuro, onde Qs é usada
para calcular Qo, Q4 para calcular Oz, e assim sucessivamente, até que a primeira funcdo Qs é,
finalmente, utilizada para calcular Q,.1. No caso do problema de planejamento da operagdo, onde
os ultimos 5 anos sdo periddicos, isso se resulta numa redugao de 60 funcgoes de custo futuro para
apenas 12.

Retornando a figura também podemos interpretar as setas como indicando a relagdo entre
as fungoes de custo futuro: )1 depende de )2 para ser calculada, Q2 de (Y3 e assim por diante,
até Q13 de volta a Q2. Neste caso, a similaridade é ainda maior: calculamos ()13 a partir de Q2
exatamente da mesma forma que calculamos Qo a partir de Q3.

Esta redugdo do ntimero de fungdes de custo futuro é, certamente, uma vantagem do modelo
de horizonte peridédico. Entretanto, vale ressaltar que, do ponto de vista matematico, o problema
de horizonte finito é um problema direto: a partir da funcao de custo futuro terminal, Q7,1 = 0,
calculamos sucessivamente as funcoes Or, Or_1, ..., O3 e Qs. Agora, devemos resolver um
sistema de equagdes, onde a funcdo de custo futuro Qy entra no calculo de Q,11. Como veremos
na secdo [3], esta diferenga leva a uma modificacdo do algoritmo de programagdo dual dindmica
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estocastica (PDDE). E, no &mbito computacional, esperamos observar, ao longo dos experimentos
realizados nas préximas metas, que a reducao de complexidade resultante de um menor niimero de
funcdes de custo futuro compense o acréscimo resultante de Qs nio ser mais a “dltima” funcio a
ser calculada.

2.4 Caso pré-periddico

Atualmente, o ONS utiliza um horizonte de planejamento de 10 anos. Nos 5 primeiros anos, a
configuracdo é dindmica, o que quer dizer que, a principio, todos os parametros podem mudar.
Na pratica, isso corresponde a instalacdo de novas usinas e redes de transmissao, assim como o
crescimento (projetado) da demanda de energia. Dai em diante, a configuracao é fixa, a demanda
¢é periddica ao longo do ano, e igual & demanda do quinto ano, e as incertezas continuam sendo
stagewise independent, e periddicas de periodo 12.

Assim, o problema de planejamento da operacdo possui 60 estagios iniciais, que correspondem
a configuracdo dindmica, e ao crescimento da demanda, enquanto que os 60 tltimos estagios sao
usados como condicao de fronteira. Mas estes 60 tltimos também sdo periddicos, de periodo 12, e
podemos aplicar as mesmas ideias desenvolvidas anteriormente. Assim, temos ao todo 59 fungoes
de custo futuro, correspondentes a Qs até Qgp, e mais 12 funcdes do segmento periddico, dadas
por Qg até Ors. Graficamente, esse problema pode ser representado como na figura onde
indicamos com 7 o ltimo estdgio antes de comegar o periodo (igual a 60 no caso do ONS), além
de denotar o comprimento do periodo por p como de héabito.

Figura 2.3: Problema de otimizacdo pré-periédico: uma parte com 7 estdgios e uma parte de
periodo p.

Este caso geral permite utilizar as técnicas de horizonte periédico em uma grande quantidade
de problemas, pois podemos incorporar uma parte inicial com mais detalhes, ao mesmo tempo que
consideramos a operacao futura através do regime peridédico final.

2.5 O fator de desconto

Vimos ao longo desta secdo que o fator de desconto § possui duas interpretagdes: a primeira,
econdmica, ao transportar para o tempo t os custos do tempo t + 1. A segunda, mais matematica,
ao garantir que problemas de otimizac¢do com infinitos estagios, e portanto os problemas periédicos,
sao coerentes, e em particular que as fungées de custo futuro destes problemas estdo bem definidas.

2.4 Caso pré-peridédico Versao 1.0
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Veremos, na préxima se¢ao, que o fator de desconto também serd importante para a construcao do
algoritmo, garantindo que este converge para uma solug¢ao do problema de horizonte periédico.

Neste momento, vale observar que o fator de desconto aparece, nas estimativas de custo total
do problema, através da desigualdade

C
1-p5’
correspondente & soma de uma série geométrica. Assim, quanto mais proximo de 1 estiver 8, maior

serd o termo da direita. Ora, § proximo de 1 corresponde a uma taxa de juros préxima de zero, ja
que 8 = ﬁ Substituindo na equacao acima, obtemos

Q<

_ 1
o<c—"

r

A maior parte destes calculos pode ser invertido para considerar o custo minimo: se, a cada
estagio, o custo é de, pelo menos ¢, também podemos garantir que
— c 147

= = )
Q 1-p ¢ r

o que mostra que o fator de desconto S (ou a taxa de juros r) determinam a ordem de grandeza
dos custos.
2.6 Generalizagcoes do modelo

De forma bastante geral, a metodologia de horizonte peridédico pode ser adaptada para qualquer
problema que seja dado por uma recorréncia de programacao dindmica da forma

Qe(w, &) = mingy,,, 4y ¢ v+ BQi1(wr41) (2.7)
s.a  Awxir1 + Buxy + Wiy = dy,
@t+l($t+1) = Pt [Qt+1($t+1a ft+1)] (2'8)

onde x; é o estado, y; sdo as varidveis de decisdo local, & representa as incertezas (podendo afetar
A, B, W, ced), e p; é uma medida coerente de risco, por exemplo a média ou o CVQR [STdCS13].

Da mesma forma que anteriormente, se todos os pardmetros do problema forem p periédicos,
(ou se forem periddicos a partir do estdgio 7 + 1) poderemos também simplificar o problema, ao
identificar as fungoes de custo futuro da parte periédica do problema. Isso inclui, naturalmente,
as matrizes e vetores A, B, W, ¢ e d, que devem depender periodicamente de ¢, assim como as
incertezas, que devem ser processos de periodo p, e também as medidas de risco p;. Vale notar que,
em geral, as medidas de risco sdo sempre as mesmas em todos os estigios, ja que ndo faz sentido,
em geral, alterar os parametros de aversao a risco. Portanto, a generalizagdo para o caso avesso a
risco pode ser feita na maioria dos casos.

A mesma observagao pode ser feita para o caso de problemas onde a incerteza segue um processo
autorregressivo. Aqui, ndo é verdade que a variavel aleatéria natural para o problema é dada por
um processo periédico, ji que esta depende da realizacao no tempo anterior. Entretanto, é possivel
realizar uma mudanca de varidveis, reescrevendo a incerteza através de uma equacgao linear. Por
exemplo, para um processo de ordem 2, dito AR(2), temos

& = Pr1&i—1 + Pro&i—2 + .
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Agora, as varidveis 1; sdo, além de stagewise independent, também parte de um processo periddico,
pois sua distribuicdo depende do ajuste da série &, dada pelos coeficientes ®; 1 e P o.

Como no caso da PDDE em horizonte finito, este tipo de dependéncia ¢ incorporado através da
inclusao de novas varidveis de estado, que representam o estado do processo &, e no qual passamos
a considerar apenas a inovagdo 7; como parte da incerteza. Assim, o problema passa a ser:

Vi, &1, &—2im) = ming,,, ) ¢ Yo+ BVis1 (@41, & E—1) (2.9)

S.a Ata:t_H + Btl‘t + Wtyt = dt
& = P&+ Pi &2 + 1,

Vir1 (241,80 &—1) = pe [Vier(@es1, & G—15 41 ] (2.10)

Esta mudanca de varidveis (e a consequente mudanga das funcdes de custo futuro) é essencial
para preservar a hipotese de que os ruidos sao stagewise independent. E s6 nestas condi¢oes podemos
garantir que as fungoes de custo futuro dependem apenas do estagio em questao, e do estagio atual.
Neste sentido, o aumento das variaveis de estado também corresponde ao acréscimo de informacao
necessaria para representar o estado do sistema: se as afluéncias seguem um processo AR2, entao
nao apenas o estado do reservatorio deve ser levado em conta para o planejamento futuro, mas as
afluéncias dos dois estagios anteriores também.

3 Algoritmo de solucao

O algoritmo de PDDE, utilizado para resolver problemas de otimizagdo estocastica multiestagio,
possui trés componentes fundamentais:

1. A representacdo das fungbes de custo futuro;
2. A construcao de aproximagoes destas funcées usando dualidade para programacao linear; e

3. A amostragem dos cendrios, independentemente e a cada estagio, para a exploracao da arvore
de cendrios.

O uso das fungoes de custo futuro é assegurado pela hipétese sobre as incertezas: a cada estagio,
elas sdo dadas por uma variavel aleatéria & independente das anteriores. Esta hipdtese é conhecida
como stagewise independence, para significar que as varidveis & sdo independentes ao longo dos
estégiosE] Isto permite utilizar uma tnica fungdo de custo futuro por estagio, levando desta forma
as equacoOes de programacao dindmica e .

O mesmo se d4 no caso de horizonte infinito: teremos uma funcao de custo futuro Q; por estagio
sempre que as incertezas do modelo forem stagewise independent.

Nesta sec¢ao, veremos como as componentes da PDDE devem ser adaptadas para resolver proble-
mas periddicos. Comegaremos introduzindo os Operadores de Bellman, que representam de forma
exata uma etapa da recorréncia de programacao dindmica, para em seguida analisar como tais
operadores permitem construir uma solucdo do problema de otimizagao estocéstica periédico. En-
fim, veremos como implementar um método de aproximagdes sucessivas que permite construir as
fungoes de custo futuro em problemas periédicos, e com isto calcular uma politica étima para os
mesmos.

'Esta distincio é relevante no caso em que as incertezas & sio dadas por um vetor aleatério. Neste caso, as
coordenadas de & podem ser dependentes entre si — elas ndo podem ser dependentes das coordenadas observadas
em &_1.

3 Algoritmo de solugao Versao 1.0



Horizonte Peri6édico — Relatério final 19/ ’E‘

3.1 Definigoes preliminares

A construcao das fungoes de custo futuro, através da solugdo de problemas de otimizacdo corres-
pondentes a um passo a frente, pode ser resumida pelo conceito de Operador de Bellman, que
representa a transmissao dos custos de um estagio para o anterior. Mais concretamente:

Definicao 3.1 (Operador de Bellman). O Operador de Bellman correspondente ao estigio ¢ do
problema de otimizagao estocastica (2.1)) e (2.2)) é a transformacao que leva uma fungio ¢ na fungao
B.(¢), se usarmos ¢ como fungao de custo futuro do estagio t. Ou seja, dada ¢(viy1), (Bi(d))(x¢)
é:

; T T
min c + ¢ df, + Viy1
(ve41,G¢,5t,9¢,df;, ft) gt 4 i+ B(ver)

S.a Uty1 = V¢t + ay — qt — St,
Ee, qt + Mrge + dfy + Mp fr = dy,
0<vt+1<67 qut<q7 Q<Qt<§,

0< fi<f, 0<s, 0<df

Comentdrio 3.2. A notacdo usual para os operadores de Bellman néo inclui os paréntesis, que sao
comuns para a aplicagdo de uma funcio, para nao sobrecarregar as equagoes. Assim, sempre que
for conveniente usaremos B; ¢ em vez de escrever Bi(¢).

Observe que a tnica diferenca entre a defini¢cdo acima e a formulagdo das equagoes —
¢ que substituimos a verdadeira funcdo de custo futuro Q;.1 por uma funcio qualquer ¢. Esta
mudanca é fundamental para analisar a programacao dindmica, em especial no caso de horizonte
infinito, pois permite falar sobre as aproximacgoes das funcoes de custo futuro que serdo construidas
ao longo do algoritmo de programacao dinamica.

Podemos observar esta diferenca através das figuras a seguir. Na figura destacamos como a
programacdo dindmica relaciona as funcoes de custo futuro Q;,1 e Q;. O fluxo do tempo vai de ¢
para t+1, e a funcdo de custo futuro Q; 1, correspondente ao custo médio a partir do estdgio ¢ +1,
é usada no estdgio t para calcular Q;, que representara o custo médio a partir de ¢ (e serd usada no
estagio t — 1). Ja na figura mostramos como esta operacao é generalizada para observar o que
acontece apenas no estagio t. Dada uma funcdo ¢ que representa o valor do estado final no tempo
t, e que a principio pode ser uma funcdo qualquer, o problema de otimizacao do estigio ¢t permite
calcular uma fungao B ¢, que corresponde ao valor do estado inicial do estagio t.

(2[ = 81,62[4,'1 62l+1

——————————————————————
- . m .- ~.o
- N, - ~.
e ~. e ~.
~. ~.

Figura 3.1: Programacdo dindmica no estigio ¢: funcdes de custo futuro Q

3.2 Recursao de programacao dinamica

Com as notagdes acima, a recorréncia definida pelas equagbes de programacao dindmica é dada
por:

(3.1)

_ 0 t=T+1
Qt(vt) B { Bt(@t-i-l) ) le {27 cee 7T}
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=, =,

Figura 3.2: Operador de Bellman do estagio ¢: transformacdo do custo futuro ¢ em B ¢.

Ja no caso da programacao dinamica para horizonte periédico, as equagoes passam a ser

— {Bt(Qz) ,t=p+1

Q) =\ B(Q1) . te{2....p) (3.2)

onde p é o periodo da sazonalidade. Esta notacdo permite focalizar ainda mais no fato que as
funcdes de custo futuro de um periodo sdo interdependentes, ja que agora Qs ird entrar no célculo
de @p+1.

Assim, observamos uma diferenga fundamental entre os problemas de horizonte finito e os
problemas periédicos. Em teoria, seria possivel resolver problemas de horizonte finito de forma
direta a partir da recorréncia, calculando O a partir de Q7,1 = 0, e dai Or_; a partir de O,
e assim sucessivamente até obter Qs e finalmente resolver o problema de primeiro estigio. Por
outro lado, o problema periédico ndo possui um “ultimo estagio” do qual comecar a recorréncia, e
portanto o préprio método de solucao é diferente.

Vamos primeiramente considerar o caso em que o periodo é 1, para simplificar a notagdao. O
diagrama de estagios, andlogo ao que vimos na secdo 2, estd ilustrado na figura Nele, vemos o
primeiro estagio, que é deterministico, e leva ao segundo estigio, que é estocastico. Este segundo
estagio corresponde a uma funcio de custo futuro Qs, que é usada, como no caso de horizonte finito,
para representar o custo futuro no problema do primeiro estdgio. Além disso, vemos a periodicidade

Figura 3.3: Problema 1 periédico: uma tnica funcao de custo futuro, em ¢t = 2.

que aparece a partir do segundo estagio: dai em diante, o problema que sera resolvido sera sempre
0 mesmo, variando apenas a condicdo inicial, que corresponde ao volume no final de cada etapa do
planejamento.

Portanto, neste caso buscamos uma tnica funcio de custo futuro Q, que satisfaz a equacio

Q(v) = (BQ)(v). (3-3)

Este tipo de equacdo é chamado de equagdo de ponto fizo: buscamos um funcido que, apds ser
transformada pelo operador de Bellman B, d4 a mesma fun¢do. Continuando a analogia, vemos
que este modelo corresponde a transicdo de func¢des de custo futuro ilustrada na figura Daqui,
podemos ver que apenas o problema de segundo estagio é necessario para calcularmos a funcao de
custo futuro Q,.
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Figura 3.4: Problema 1 periédico: a funcdo de custo futuro satisfaz Q = B Q.

Em geral, este tipo de equagdo pode ser resolvido pela construgdo de uma sequéncia Q" que
satisfaz

Qn-‘rl _ BQn,

desde que a transformacao B seja uma contra¢do. Veremos que, quando 0 < 5 < 1, de fato B é uma
contragdo, e com isso o limite Q% = lim,, .o, Q™ satisfaz a equacdo . Esta técnica é conhecida
como iteracdo de ponto fixo, porque desejamos encontrar um valor fixado pelo operador B.

Intuitivamente, a construcido da sequéncia de fungoes de custo futuro Q™ pode ser pensada
como a aproximagao do custo de infinitos estdgios a partir do custo de um estégio, depois de dois
estagios, e assim por diante, como se incluissemos sucessivamente mais estagios no problema de
otimizacdo. Mais ainda, como vimos anteriormente, se os custos imediatos sdo limitados por C, o
custo total é sempre menor do que ou igual a %, e portanto sabemos que as func¢des Q" nao vao
ficar arbitrariamente grandes.

Vejamos agora porque a sequéncia de fungoes Q" converge. Como anunciado anteriormente, a
condi¢ao fundamental é que o operador B seja uma contragdo, ou seja, que exista uma constante
L < 1 tal que, para quaisquer funcées f e g,

d(B f,Bg) < Ld(f,g), (3.4)

onde d indica a distdncia entre estas funcdes. No nosso caso, a constante L serd exatamente [.

Vejamos: seja xy uma solugao 6tima para o problema que calcula (B f)(v), e respectivamente
x4 para o problema de (Bg)(v). Como a condigao inicial é a mesma, a solugao xf é vidvel para o
problema de otimizagao (B g)(v). Substituindo na fungdo objetivo, isto da

(Bg)(v) < c'gs + cqpdfy + Bg(vy).

Por outro lado,
(BA)(v) = c'gr + clydfy + B (vp),
e portanto

(Bg)(v) — (B f)(v) < Blg(vy) — f(vy)]-

Analogamente, substituindo z, como solucéo viavel para o problema de (B f)(v), obtemos

(B f)(v) = (Bg)(v) < B[ f(vg) — g(vg)]-

Com estas duas desigualdades, vemos que, se a distancia entre f e g sempre for menor do que D,
ao calcularmos B f e B g a distancia serd sempre menor do que 5D.
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Dai, podemos analisar a sequéncia Q" diretamente. Seja D a distancia entre QY e Q' = BQP,
as duas primeiras funces de custo futuro construidas. A distdncia entre as funcoes Q' e Q? serd,
no maximo:

d(QY,Q%) = d(BQ", BQY) < Ld(Q°, Q") = LD.

Da mesma forma, teremos

d(Q", Q") < L"D,

e como L < 1, isso mostra que a distancia entre funcoes sucessivas converge. Mais ainda, pela desi-
gualdade triangular, a distAncia entre Q" e Q™™ serd no méximo a soma das distancias sucessivas,
ou seja, no Maximo

n n+m n n+1 n+m—1 n-+m n m—1 n D
d@Q™, Q") <d(Q™, Q") 4+ - +d(Q QUM K L"(D+ LD+ -+ L D)<Lﬁ
que também tende a zero, e mostra que a sequéncia Q" de fato converge para um limite Q. Como
Q"' = BQ", para todo n, tomando o limite temos

Q* = BQ”,

o que mostra que, de fato, Q* é solugdo da equagao (3.3).

3.2.1 Caso geral: periodo p

Vejamos agora como generalizar as ideias apresentadas para o caso em que o periodo é maior do
que um. Agora, teremos p fungdes de custo futuro, Oz até Qi4,, ligadas entre si por diferentes
operadores de Bellmani B;, correspondentes aos problemas dos estagios 2 até 1 + p.

Da mesma forma que anteriormente, cada um dos operadores de Bellman B; é uma contracio
com constante [, j& que este resultado depende apenas da estrutura do problema de otimizacao.
Assim, podemos adaptar a construcao da sequéncia Q" para a construcdo de uma sequéncia de p
funcoes de custo futuro

(QEL’ Qg7 R Q?—&-p)‘

A recorréncia que define esta sequéncia é também a aplicagdo dos operadores de Bellman, corres-
pondentes a cada caso. Lembrando que Q)2 é construida a partir de (3, ¢ Q14+, depende de @2,
teremos:

(@7, Q5, ..., Q1) = (B2Q5,Bs QL. ..., Bray QF). (3-5)

Aqui, observamos que a dependéncia ciclica das func¢des de custo futuro é realizada pela relacao da
ultima coordenada com a primeira: Q’fi; = Bi14p Q5.

Dali, podemos continuar exatamente como no caso de periodo um. Coletivamente, as fungoes
(Q3,Q%,...,Q7 +p) fazem parte de uma contracao conforme n aumenta, e convergem para o ponto
fixo

(nganov e 7Q(io+p)‘

Este limite d4 as p verdadeiras fungdes de custo futuro Qa, Os, ... Q1+, do problema periddico.

Finalmente, no caso em que o problema é pré-periddico, com 7 estigios antes de comecar a
parte periédica de periodo p, este processo pode ser adaptado para construir as fungdes de custo
futuro Qr41 até Qrp, que s6 dependem umas das outras. Em seguida, as fungdes de custo futuro
Q;, para 2 < t < 7, podem ser calculadas normalmente, j4 que para estas basta dispor da funcio
de custo O, 1, que substitui a condicdo terminal Q7,1 = 0 no problema de horizonte 7.
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Figura 3.5: Fungoes de custo futuro e recorréncia no caso pré-periodico.

3.3 DModificagcoes na PDDE

Como vimos, a relacdo entre as fungdes de custo futuro em problemas periddicos é muito similar
a que temos em problemas de horizonte finito: a fun¢do de custo futuro no tempo ¢ sera calculada
a partir da fun¢do de custo futuro no tempo ¢ + 1. No caso de horizonte finito, esta construcao
poderia, a principio, ser feita de forma completa através de programacao dindmica, comecando em
T e voltando até o primeiro estagio. Ja no caso de horizonte periédico, como utilizaremos apenas
as p primeiras fungdes, o célculo de Q4, que depende de Qa4p, na verdade ird se referir a Oz, o
que forma um ciclo de dependéncias.

Na secao anterior, vimos que este ciclo ndo é um problema, ao contrario: é justamente ao
percorrer este ciclo, a principio infinitas vezes, que obteremos as funcées de custo futuro Q; para t
entre 2 e 1 + p. Mais ainda, na prética, é invidvel a construcio exata das funcoes Q;, pois o calculo
delas a partir de Q1 exigiria efetuar o equivalente a um passo backward para todos os estados
possiveis — ou, pelo menos, um passo para cada multiplicador dual, o que ainda é um ntmero
muito grande.

No caso de horizonte finito, o algoritmo de PDDE usa um método, também iterativo, para
aproximar as funcoes de custo futuro, calculando cortes para Q; a partir de uma aproximacao Q1
da real funcao Q;, 1. Em geral, estas aproximacoes sao indexadas pela iteracio do algoritmo, e Q¥ 1
denota a aproximacdo de Q;;1 vigente na k-ésima iteracio da PDDE. Esta etapa de calculo dos
cortes é conhecida como etapa backward, e a etapa que determina quais os pontos serao utilizados
para calcular os cortes, é denominada etapa forward.

Vejamos, a seguir, como estas etapas sdo modificadas no caso de horizonte peridédico.

3.3.1 Convergéncia e etapa Forward

Para motivar as modificagGes aportadas a etapa forward, vamos analisar um critério de convergéncia
para o algoritmo de PDDE. Em teoria, uma forma de garantir a convergéncia da PDDE consiste
em comparar a cota inferior, que é obtida no problema de primeiro estdgio, com uma estimativa
(em geral, via Monte Carlo) do custo da politica que seria implementada dadas as fungdes de custo
futuro naquele momento do algoritmo. Esta estimativa normalmente é obtida através da simulagao
de um grande nimero de cendrios, e fornece intervalos de confianca para a cota superior zgp.

No caso do horizonte infinito, também é possivel obter uma estimativa para o custo de ope-
ragdo, porém devemos lidar com a limitacdo de simular apenas um nimero finito de estdgios. Se
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calculdssemos o custo exato da politica T estagios a frente, cometeriamos um erro no maximo de
0
ﬁt_lC _ BT c
2 5

t=T+1 B

utilizando a hipotese de que qualquer estagio terd custo imediato no maximo C, que ja utilizamos
anteriormente.

Ora, na pratica iremos apenas estimar o custo da politica por Monte Carlo. Assim, ao calcu-
larmos o custo de N cendrios, ao longo de T estagios cada, obtemos que o custo da politica sera,
com 95% de probabilidade, no maximo

1+ 1.960 + BT—B,
onde u é a média e o o desvio padrao amostral do custo dos N cendrios. Aqui, vemos a presenca
de dois termos de erro: o primeiro, onde aparece o desvio padrao, corresponde ao erro amostral,
decorrente da estimativa de Monte Carlo. O segundo, contendo 87, corresponde a um erro sisteméa-
tico, devido ao truncamento do horizonte no tempo T'. Assim, vemos que, para reduzir o impacto
deste ultimo termo, devemos simular um ndmero de estagios suficientemente grande, para que o
fator BT seja pequeno o suficiente.

Ora, se precisamos simular T' estagios para estabelecer que as politicas estdo suficientemente
boas, é natural escolher pontos na etapa forward que correspondam, também, a avancar T estagios
a frente. Assim, no caso de horizonte periddico, a etapa forward deve ser modificada para gerar
nao apenas uma sequéncia de estados para cada func¢ao de custo futuro, mas para cada estagio do
problema até T', que é maior do que o periodo p.

Assim, cada cendrio da etapa forward contera T realizagoes da incerteza, e determinara 1" esta-
dos finais vg, vs, ..., vry1. Aqui, vale ressaltar como estes estados serao calculados. Naturalmente,
a etapa forward procederd naturalmente do primeiro estagio até o ultimo estagio antes do ciclo.
Ao final deste tultimo estagio 7 + p, o estado final v, 4,41 serd utilizado como estado inicial para
o problema do estdgio 7 + 1 (que também é o problema do estdgio 7 + p + 1), e dai calculamos
novamente os estados finais, seguindo os estagios sucessivos. A cada vez que chegamos no problema
do estégio 7 + p, o estado final 7 + mp + 1 (ao final do m-ésimo ciclo) serd utilizado novamente
no estagio 7 + 1, até que esgotemos o comprimento T dos cendrios. Esta construcao esta ilustrada
na figura [3.6] onde indicamos os estados finais de cada estdgio no inicio da flecha que vai para o
estagio seguinte.

Try3 Lr4p+1

Trtp+3 Tr+2p+1
Try2p+3 Tr+3p+1

Lr4p+2
Lr42p+2

Figura 3.6: Construgdo de estados durante a etapa forward.

Veremos na proxima se¢ao como estes estados serdo utilizados na etapa backward.
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Para simplificar, em geral escolhemos T' como 7 mais um multiplo de p, para realizar um niimero
inteiro de ciclos, mas esta escolha nao é absolutamente necessaria.

Mais ainda, na pratica, é possivel escolher cenérios forward de comprimento varidavel. Isto
permite evitar que os cendrios tenham um comprimento muito grande, realizando passos forward
curtos para tentar aprimorar rapidamente as fungoes de custo futuro, sem deixar de realizar passos
mais longos para garantir a convergéncia. Com isto, ndo é necessario fixar, a priori, o comprimento
maximo dos cendrios forward, o que dd mais flexibilidade para o algoritmo.

3.3.2 Construcao de cortes e etapa Backward

Em modelos periddicos, a etapa backward da PDDE deve ser alterada por duas razoes. Primeiro,
para representar a dependéncia ciclica das fungdes de custo futuro, dada a natureza do problema.
Segundo, para lidar com os estados dados pelos cendrios forward, que irdo produzir mais de um
estado por estagio.

Dado um estado vs41, final do estagio ¢, resolvemos o problema do estagio ¢t + 1, para todos os
cenarios possiveis, e calculamos o corte resultante da mesma maneira que no caso da PDDE em
horizonte finito. A tunica diferenca é que, ao calcular um corte para @Tﬂ,, o problema do estagio
T + p + 1 corresponde, pela periodicidade, ao problema do estagio 7 + 1. Portanto, iremos resolver
o problema do estdgio 7 + 1, mas com a condicdo inicial sendo dada por v;4p4+1, € ndo por v,41
(que é o estado final vindo do estdgio 7).

Com isto, garantimos que a periodicidade do problema serd capturada pelas fungoes de custo
futuro, pois o cédlculo de todas elas serd ciclicamente dependente das demais, como ilustrado na
figura

Enfim, resta a questdo da ordem, dentro do algoritmo, com a qual os estados calculados pela
etapa forward serao utilizados para a construcdo de cortes. Em teoria, estes poderiam ser usados
em qualquer ordem, mas na pratica é mais razoavel realizar a atualizacdo das fungdes de custo
futuro da mesma forma que na PDDE em horizonte finito: do udltimo estdgio para o primeiro.
Aqui, isso significa “desenrolar” o ciclo do tltimo estado final z7,1 até o primeiro estado final xo,
atualizando as funcbes de custo futuro a cada estado considerado. Isto permite utilizar, ao longo
da propria etapa backward, os cortes ja calculados e correspondentes a estagios seguintes.

Mais ainda do que no caso da PDDE tradicional, problemas de horizonte periédico necessitam
de algoritmos para selecdo de cortes. Isto pode ser compreendido ao analisar as primeiras iteragoes:
na primeira vez, se comecamos de um custo igual a zero, o custo que a parte periédica poderd
considerar corresponde a apenas p estiagios. Ja na segunda iteracdo, apés ter calculado cortes para
todos estagios, o custo final j4 ndo serd mais nulo, e a parte periédica pode acessar informacao de 2
periodos a frenteﬂ Com isto, praticamente todos os cortes realizados na primeira iteragao estarao
obsoletos, e isto continuara até que tenhamos realizado suficientes iteracoes.

Para se ter uma ideia desta magnitude, a estimativa de custo para um fator de desconto corres-
pondente a uma taxa de juros de 12% em um periodo corresponde a 9.333 vezes o custo do primeiro
periodo. Além disso, devido ao fator de desconto, o custo de 5 periodos completos é de 4.038 vezes
o custo de um periodo. Assim, se a primeira iteracao realizasse 5 ciclos na parte periddica, ainda
assim teriamos considerado menos da metade dos custos. Portanto, ao realizar mais iteragoes, e
convergir para as reais fungoes de custo futuro, estes cortes provavelmente estardo bem abaixo dos
cortes mais recentes.

2na verdade, de pelo menos 2 perfodos; possivelmente mais se a etapa forward tiver realizado mais de um ciclo
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3.4 Compartilhamento de cortes

Depois desta exposicao, é possivel apresentar uma nova interpretacao do algoritmo de PDDE para
problemas de horizonte periédico. De fato, ao dizer que as fungoes de custo futuro dos estagios t
e t + p sdo iguais, e ao utilizar os estados finais de ambos para gerar cortes para a mesma funcao,
estamos efetivamente compartilhando os cortes, ndo apenas entre cendarios diferentes do mesmo
instante ¢, mas também entre instantes de tempo diferentes, e separados pelo periodo p.

Por um lado, este uso de cortes do tempo t + p no tempo ¢ permite incorporar uma maior
quantidade de informacdo em uma mesma funcido de custo futuro, e com isto esperamos uma
convergéncia mais rapida do algoritmo de PDDE. Por outro lado, o uso de um corte do tempo
t no tempo t + p ird se traduzir em um aumento do custo no tempo t + p, o que é esperado
devido a periodicidade: os custos futuros, no tempo ¢ ou no tempo t + p, devem ser os mesmos, se
considerados em valores respectivamente dos tempos t e t + p.

Assim, uma implementacao ainda mais simples do algoritmo de horizonte periédico pode con-
siderar um problema com horizonte finito, e realizar o compartilhamento de cortes entre estagios
correspondentes. Entretanto, esta implementacao é limitada por ndo explorar corretamente todo
o espaco de estados, o que seria necessario, pelo menos em teoria, para estabelecer a convergéncia
do método.

4 Regime estacionario

Nas se¢oes anteriores, apresentamos os modelos de otimizacao em horizonte periddico e pré-periddico,
descrevendo os casos em que estes podem ser utilizados, e as modificacbes a serem aportadas no
algoritmo de PDDE para resolver tais problemas quando os ruidos sao stagewise independent.

Nesta secao, iremos analisar nao o algoritmo de solucdo, mas as solugdes propriamente ditas
de problemas de horizonte periddico. Assim, nesta secdo, supomos que o problema de horizonte
periédico esté resolvido, o que significa que as funcdes de custo futuro Q; ja foram determinadas,
e observaremos como as varidveis de decisdo e de estado evoluem ao longo do tempo. Com efeito,
veremos que em muitos casos estas varidveis convergem para um “regime estacionario”, tipico de
problemas periddicos.

Os resultados aqui apresentados podem ser transferidos para o caso de problemas pré-periédicos,
ao considerar apenas os p estagios que compdem um periodo do problema.

4.1 Definicoes

Primeiramente, vamos fixar a notacdo para os cendrios e as correspondentes decisdes tomadas ao
longo do tempo, para evitar ambiguidades.

Definigao 4.1 (Processo estocastico). Um processo estocéstico a tempo discreto é uma sequéncia
de varidveis aleatérias =, para t = 1,2,.... Em geral, estes processos sdo denotados por (=),
ou, quando for claro pelo contexto, apenas (Z;).

Neste relatério, consideraremos apenas processos a tempo discreto, e usaremos apenas a termi-
nologia “processo estocastico”.

Definigao 4.2 (Cendrios). Seja (E;)72; um processo estocéastico. Um cendrio de comprimento T é
dado por uma realizacao das T primeiras varidveis aleatérias =1, ... =Z7. Habitualmente, os cenarios
sdo denotados com uma varidvel miniscula, e o seu comprimento é indicado pelos colchetes, para
diferenciar da realizacdo em um tempo ¢ particular:

&y = (&1,62, -5 67).
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Em otimizagao estocastica, os cenarios sdo comumente representados em uma arvore, indicando
a passagem do tempo e a relacdo entre os cenarios.

Definicao 4.3 (Arvore de cenérios). Se, para cada tempo t, as realizagoes do processo estocéstico
(Z¢) sdo finitas, entdo é possivel construir uma drvore de cendrios, onde os cenarios &[] a0 0s nos,
e as arestas ligam um cendario f[t] de comprimento t aos cenarios de comprimento ¢t + 1 cujas ¢
primeiras coordenadas coincidem com as realizagoes de ).

A versao extensiva de problemas de otimizacao estocéstica associa um vetor de decisdes x; para
cada cendrio &[4, respeitando as restrigdes de nao-antecipatividade [SDR09]. Assim, se consideramos
que os cenarios §[;) sdo realizagoes de um processo estocdstico, entdo também podemos considerar
as decisoes z¢(&[)) como realizagdes do processo estocdstico que indica qual decisdo serd tomada a
cada instante. Em particular, o estado final de cada estégio, que no problema de planejamento da
operacgao é vy41, também serd funcdo do cenario atual, com todo o seu histérico, e também pode
ser visto como um processo estocastico.

Estes processos serdo de uma natureza especial para o caso de problemas de otimizacao onde
a incerteza (E;) é stagewise independent. Nestas condigoes, podemos descrever o problema através
de uma recorréncia de programacao dindmica, e determinar as fungdes de custo futuro a partir da

recorréncia ([2.7)):

Qu(xe, &) = ming,, 4y ¢ v+ B (2is1) (4.1)
s.a Ayxirr + By + Wiy = dy,
Qir1(zi41) = pe [Qryr (@er1, Er41)] (4.2)

Esta formulagao mostra que as decisoes x;11 e y; dependem apenas do estado inicial x; e de uma
realizacao particular & da incerteza no tempo t.

Este tipo de dependéncia é dito Markoviano, como detalhado no apéndice [B] em particular nas
definicoes e Assim, como a determinacdo do valor de z;,1 depende apenas do estado
atual x;, e de uma variavel aleatéria, independente, &, o processo (X;), associando as decisoes a
cada um dos cendrios, serd de fato uma cadeia de Markov.

Ja o caso das varidveis de decisdo locais 3 é um pouco diferente. De fato, estas também
dependem de x¢, e ndo do valor de y;—1, para que a sequéncia (Y;) seja uma cadeia de Markov.
Mas, ao incluirmos os valores de x;, obtemos uma cadeia de Markov estendida

(Xt71/;f)1?c%1

pois agora incorporamos a informacao de estado necessaria para que Y; dependa apenas da reali-
zagdo anterior do processo.

Precisamos de uma notagao para descrever a evolucao das decisdes ao longo do tempo, dada
uma distribuicao inicial P para o estado x;. Isto é importante para podermos identificar quando
uma distribuicdo sera estaciondria. Ao tratarmos as decisoes (e estados) como varidveis aleatérias,
passa a ser mais importante estudar a distribuicio das decisdes do que a correspondéncia de uma
decisdo particular com o cenario associado a ela.

Note que, se o estado x; segue uma distribuicdo de probabilidade, o estado z;11 depende de
duas distribuicoes: P, a distribuicao de x¢, e =, que representa a incerteza observada no tempo t.
Para isto, vejamos como definir uma funcao de transicdo para a cadeia de Markov.

4.1 Definicoes Versao 1.0
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Definicao 4.4. Seja =; a distribui¢do da incerteza no tempo ¢t. A funcdo de transicdo K;(x¢, x441)
da a probabilidade de chegar no estado x;;1 a partir do estado z;. Esta funcdes é determinada a
partir de Z¢, da funcao de custo futuro Q;11 e da recorréncia de programacao dindmica.

Ki(xe, wi41) = > P(E = &)
cendrios & cujo estado final é ;41
para o estado inicial z¢.

Vemos, pela prépria definicdo, que esta fungdo de transicao satisfaz as condigoes dadas em [B.38]
A partir desta fungdo de transi¢do, vamos introduzir uma notacao para a evolugdo das distri-
buicdes de probabilidade ao longo do tempo.

Definicdo 4.5. A distribuicao de probabilidades do estado X no estdgio t + 1 é calculada a partir
de

Piy1(xi41) = Z Py (z¢) K (¢, 2441)-
Tt

Esta operacao serd denotada por Py = F¢(P), onde o F é mnemonico para forward.

Com isto, podemos finalmente introduzir a definicdo de estado estacionario para problemas
de otimizagado estocastica com periodo 1. Esta defini¢do captura a ideia que, se no tempo ¢ a
distribuicdo de X; for dada por P, entdo no tempo seguinte a distribuicao de X1 sera a mesma.

Definicao 4.6 (Estado estacionario). Em um problema de otimizagao de periodo 1, dizemos que
a distribuicdo de probabilidade P é um estado estacionario para o problema se

Py ~ F1(Py).
Enfim, podemos generalizar a definicdo acima para problemas de periodo p:

Definigao 4.7 (Regime peridédico). Em um problema de otimizagao de periodo p, dizemos que as
distribuicoes de probabilidade
(Py,Py,...,Pp)

formam um regime periédico para o problema se

Py~ F1(P1) Ps~ Fao(Py) Py~ Fp(Pp). (4.3)

4.2 Existéncia

Se o espago de estados de um problema de otimizacgao estocastica fosse finito, ele sempre possuiria
pelo menos um regime periddico, como demonstrado em[B.T1]} Para espagos mais gerais, é necessario
impor outras condigoes.

No nosso caso, temos um espaco de estados continuo e limitado, dado pelos limites dos reser-
vatérios (e das vazoes no caso de modelos autorregressivos). Mais ainda, é razodvel assumir que
para o problema do planejamento da operacdo também observaremos um regime periédico, ja que,
mesmo quando o problema é resolvido com horizonte finito, é possivel observar o estabelecimento
de uma periodicidade, por exemplo para as trajetérias dos armazenamentos.

4.2 Existéncia Versao 1.0
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4.3 Convergéncia

Para além da existéncia do regime periddico, a teoria de Cadeias de Markov indica que, sob certas
hipéteses, este regime periddico ira se estabelecer, independente da condic¢do inicial da cadeia. Por
exemplo, para cadeias em espacos de estado finitos, este resultado é dado pelo teorema que
pede que a matriz de transicdo seja regular. Para espagos de estado enumeraveis, o teorema [B.37]
também da convergéncia, sob condigdes um pouco mais restritivas para evitar que o estado “desa-
pareca no infinito”.

A convergéncia para o regime periédico é importante por duas razoes. Primeiramente, ela
garante que o processo de otimizacao ira estabilizar ao gerar cenarios forward, pois ao seguir a cadeia
de Markov os estados irdo se aproximar cada vez mais da distribuicao estacionéria correspondente.
Assim, esta convergéncia também permite acelerar a convergéncia do algoritmo de planos cortantes
descrito na secao |3 pois ndo serd necessario gerar trajetérias arbitrariamente longas para obter
cortes que representem de forma satisfatoria as funcgbes de custo futuro.

Em segundo lugar, a velocidade de convergéncia para o regime estacionério pode ser interpretada
como uma capacidade de o sistema se recuperar face a eventos extremos. De fato, se no tempo
t = 1 temos uma distribuicdo concentrada em um ponto, que sdo os armazenamentos observados,
quanto mais rapido o sistema convergir para o estado estacionario, mais rapido a influéncia do
estado presente ird desaparecer para considerar a tomada de decisGes, ainda sob incerteza, dos
estagios futuros.

4.3 Convergéncia Versao 1.0



Horizonte Peri6édico — Relatério final 30/ ’E‘

Parte 11
Implementacao e Resultados

5 Implementacao

5.1 Desenvolvimento do protétipo

O protétipo computacional desenvolvido ao longo das duas primeiras fases do projeto “Metodologias
de Programagao Estocdstica Inteira”, estabelecido entre o ONS e a COPPETec/Instituto de Ma-
temdtica da UFRJ, contratos GMC-CT-093/17 e PEM-CS-200/18, continuou a ser desenvolvido
para realizar os experimentos numeéricos desta terceira fase. Além das modificages inerentes ao
tratamento de problemas periédicos em horizonte infinito, também realizamos nesta etapa a atua-
lizacdo do cédigo para a versdo 1.6 da linguagem Julia, alem de atualizar as diversas bibliotecas
por ele usadas.

5.1.1 Adaptacgao para horizonte periédico

A modificacdo mais importante do programa consiste em incluir uma nova variavel de configuragao,
correspondente & duragdo do periodo, em estagios, e o seu uso ao longo de toda a parte de construcao
dos problemas de otimizacao. Isto permite realizar testes em problemas de periodo arbitrario, como
iremos ver na segao [0

Além disto, também adicionamos uma outra variavel de configuracao, correspondente ao nimero
de estdgios a serem simulados. Anteriormente, com problemas de horizonte finito, era natural
realizar tantas simula¢bes como estagios do problema. Agora, é fundamental poder simular um
horizonte maior do que um periodo, para poder observar se houve o estabelecimento ou nao de
um regime estacionario. Assim, podemos por exemplo simular um horizonte de 20 estdgios em um
modelo estacionario, ou seja, de periodo 1 e com apenas um estagio.

5.1.2 Migracao do cédigo para Julia 1.6

A versao 1.6 da linguagem Julia foi langada em 21 de Margo de 2021, e se tornou a nova versao
de suporte de longo prazo. Com ela, diversas melhorias das versdes anteriores foram consolidadas,
em particular quanto & gestao de pacotes e de compilagao de cédigo [BBDT21]|. Em paralelo, novas
versoes das bibliotecas JuMP e SDDP. j1 também foram lancadas, o que justificava uma atualizacao
do cédigo global.

Assim, uma parte inicial do esforco foi dedicada a adaptar nossa base de cédigo para as novas
versoes dos pacotes. Com isto, ganhamos velocidade com as novas versdes da biblioteca JuMP, e
também puramente pelos ganhos de performance da linguagem Julia ao longo destes anos.

Entretanto, dada uma mudancga substancial na forma como o pacote SDDP.jl realiza a fase
backward, as modificagoes que haviamos introduzido para o calculo de cortes de Benders reforgados
nao puderam ser adaptadas a versao 0.4.4. De fato, elas ndo seriam possiveis nem na versao 0.1.0,
de 2020. Entretanto, os cortes de Benders reforcados sao apenas necessarios quando se trata de
problemas com variaveis inteiras, o que nao ocorre nos testes que vamos realizar. Em ltima analise,
a versao anterior (0.1.0) do pacote DisjHTPlan ainda estd disponivel no repositério BitBucket para
integrantes do convénio, e usa as versoes antigas das bibliotecas SDDP. j1 e JuMP.

Versao 1.0
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5.1.3 Outras modificagdoes e melhorias

Além das adaptacbes para horizonte infinito e peridédico, e as novas versoes da linguagem e das
bibliotecas, também realizamos outras melhorias no protétipo.

Em primeiro lugar, passamos a utilizar a construcdo @expression para construir expressoes
auxiliares, em vez de adicionar variaveis e restrigoes ao modelo. Isto permite recuperar a mesma
informacao, e construir um modelo totalmente equivalente, sem introduzir mais varidveis, o que
pode prejudicar a performance do solver ao calcular a solu¢ido 6tima do problema de otimizacao.

Também introduzimos uma nova variavel de configuragdo, correspondente ao arquivo de de-
manda de energia a cada estagio, separando-a do arquivo com as configuragoes do sistema. Como
é de praxe executar testes com uma demanda levemente superior & historica, para observar efeitos
de estresse no sistema, adaptamos o codigo e o arquivo .ini de pardmetros para ler um arquivo
a mais. Isto resulta em mais flexibilidade ao usuario para realizar testes do modelo, e também do
sistema.

Mais ainda, uniformizamos o acesso aos dados para a realizagao de gréficos, utilizando a estru-
tura de DataFrames.

Por fim, adaptamos o protétipo para utilizar, por default, a biblioteca GLPK [con20] como solver
de problemas de programacao linear. Esta é uma biblioteca de cédigo aberto, o que permite maior
acesso ao prototipo por parte do ONS. Em sequéncia a esta substituicdo, também adicionamos
dois novos solvers lineares aos habilitados ao protétipo: o Clp, do projeto COIN-OR [con22], e o
HiGHS [HHIS).

5.2 Ambiente de programacao

Os casos de prova de conceito, utilizados como exemplo na segao[6], foram executados com o seguinte
ambiente de programagcao:

o Hardware
CPU: Intel (R) Celeron(R) CPU 3865U (2 cores, 2 threads e clock de 1.80 GHz)
RAM: 4Gb RAM, DDR4, 2133 Mhz

e Ubuntu Linux 18.04.5 LTS
e Linguagem de Programagao: Julia 1.6.1
e Solver: GLPK 5.0

e Versao dos pacotes Julia utilizados:

5.2  Ambiente de programacao Versao 1.0
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Pacote Versao commit (SHA-1)
Desenvolvido para o convénio:
DisjHTPlan 0.2.99 5a5da962
Dependéncias DisjHTPlan:
ConfParser 0.1.2 88353bc9
JuMP 0.22.3 4076af6c
NPZ 0.4.1 15e1cf62
PyPlot 2.10.0 d330b8&1b
Requires 1.3.0 ae029012
SDDP 0.4.4 £4570300
Random 9a3f8284
Statistics 10745b16
Outros pacotes Julia:
CSV 0.10.4 336ed68f
DataFrames 1.3.4 a93c6f00
GLPK 0.15.3 60bf3e95
JSON 0.21.3 682c06a0
osQP 0.7.0 ab2f91bb
PyPlot 2.10.0 d330b81b

J4 os casos mais demandantes, estudados na secao [7] foram executados em um container docker
dedicado:

o Hardware
CPU: Intel(R) Core(TM) i7-12700 (10 cores, 20 threads e clock de 2.10 GHz)
RAM: 12b RAM, DDR4, 2133 Mhz

e Ubuntu Linux 22.04.5 LTS
e Linguagem de Programacao: Julia 1.6.6
e Solver: GLPK 5.0 e HIGHS 1.4

e Versao dos pacotes Julia utilizados:

5.2  Ambiente de programacao Versao 1.0



Horizonte Peri6édico — Relatério final 33/ ’E‘

Pacote Versao commit (SHA-1)
Desenvolvido para o convénio:
DisjHTPlan 0.2.99 5abda962
Dependéncias DisjHTPlan:
ConfParser 0.1.2 88353bc9
JuMP 1.1.1 4076af6c
NPZ 0.4.2 15e1cf62
PyPlot 2.10.0 d330b8&1b
Requires 1.3.0 ae029012
SDDP 0.4.6 4570300
Random 9a3f8284
Statistics 10745b16
Outros pacotes Julia:
CSV 0.10.4 336ed68f
DataFrames 1.3.4 a93c6f00
GLPK 1.0.1 60bf3e95
HiGHS 1.14 87dc4568
JSON 0.21.3 682c06a0
osQP 0.8.0 ab2f91bb
PyPlot 2.10.0 d330b8&1b

5.3 Contribuicoes a comunidade Julia

Ao realizar estudos de casos para problemas de otimizacao de grande porte, com um grande nimero
de varidveis de decisdo a cada estagio, também acabamos estressando mais os solvers usados para
resolver cada PL durante a PDDE.

Assim, especialmente apés adicionar um grande ntimero de cortes, pudemos observar que os
solvers tinham dificuldade ao resolver os PLs, resultando as vezes em erros incompativeis com a
formulacdo. Por exemplo, as vezes o solver terminava acusando inviabilidade, o que é impossivel
visto que ha recurso relativamente completo. Em outros casos, o solver terminava sem calcular os
multiplicadores duais por instabilidade numérica.

Nestas circunstancias, especialmente devido ao uso do algoritmo do simplexo nas variaveis
duais, pode ocorrer que a base usada pelo solver acumule erro numérico progressivamente, por
exemplo ao resolver diversas vezes um PL similar durante a etapa backwards. Assim, mesmo que,
matematicamente, o problema esteja bem posto, o solver ird utilizar uma condicdo inicial que pode
ter tanto erro numeérico que ele acusa algum erro. A solucdo possivel para este tipo de situacao
é reinicializar o problema, descartando as condic¢oes iniciais pré-calculadas. Este tipo de operacao
é computacionalmente custoso, visto que a grande vantagem do algoritmo do simplexo dual é que
partir de uma soluc¢éo anterior para um problema similar reduz drasticamente o nimero de iteracoes
necessarias para a convergéencia.

Uma parte destas condigoes ja era testada no codigo da biblioteca SDDP. j1, mas nao todas, o
que gerou diversos erros que interromperam o processo da PDDE. Estes erros aconteceram tanto
com o solver GLPK como com o HiGHS. Apds identificar mais precisamente outros casos que também
poderiam impactar a solugdo dos problemas via PDDE, realizamos uma modifica¢cdo no cédigo do
pacote, para uso nos ultimos casos de estudo que fizemos. Naturalmente, também disponibilizamos
esta modificacdo para que ela fosse incorporada no cddigo oficial do pacote, o que ja aconteceu:
https://github.com/odow/SDDP. j1/pull/531. Até a préxima versao do pacote SDDP. j1l (prova-
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velmente a 0.4.7), esta estard disponivel apenas para quem usar a versdao de desenvolvimento

Com isto, também podemos reduzir o tempo médio de célculo, seja para a determinacao da
politica (a PDDE propriamente dita) seja para o célculo da simulagdo final. De fato, em geral
0 GLPK resolve os PLs em um tempo da ordem de poucos milissegundos - muitas vezes por ja
possuir uma boa solugdo inicial. Assim, reduzimos o tempo méaximo por PL a 60 segundos, o que
é amplamente suficiente para resolver os problemas numericamente estiveis, e rapido o suficiente
para interromper um problema em que o solver esteja apresentando dificuldades.

6 Prova de conceito

Nesta secao, apresentamos os resultados da aplicacdo da metodologia de horizonte infinito em
diversos problemas de otimizacao estocédstica. Primeiro, iremos descrever os casos selecionados, e,
a seguir, apresentar as analises em cada grupo.

6.1 Casos de estudo

Os problemas que destacamos para esta prova de conceito sido todos referentes ao planejamento da
operacgao energética de longo prazo. Por simplicidade, iremos considerar a operagao do SIN como
um tnico mercado, ou seja, ignoraremos as restrigoes de transmissdo entre os diferentes mercados
do pafs. Com isto, podemos considerar apenas um Reservatério Equivalente de Energia (REE), o
que simplifica a andalise da funcido de custo futuro, pois esta dependera de apenas uma variavel de
estado. O caso com 4 REEs, mais préximo do modelo atual, serd abordado na secéo [7}

No estudo que se segue, dividimos os casos em trés grupos:

1. Problemas com estigio de um ano: estes problemas sdo estacionarios, pois a periodicidade
da incerteza é também de um ano. Aqui, os objetivos principais sdo: validar a metodologia,
auferir o estabelecimento de um regime estacionario, e iniciar a andlise dos resultados no caso
mais simples possivel.

2. Problemas com estagio de um semestre: estes problemas terdo periodo dois, e com isto ja
podemos observar o impacto da sazonalidade na solucdo. O objetivo principal da comparacao
dos dois casos apresentados é analisar o impacto de uma sazonalidade mais ou menos marcada,
tanto na oscilacdo das solu¢bes como no tempo para atingir o regime estacionario. Além
disso, observaremos as diferengas para a solucao do regime anual, advindas da introducao da
sazonalidade.

3. Problemas com estdgio de um més: aqui, nos aproximamos do modelo de planejamento da
operacdo, e também aproveitaremos para comparar a solu¢do de um problema de 120 estégios
com um periédico de 12 estagios.

6.2 Regime anual

Os problemas de regime anual sdo os mais simples, e por eles comecaremos as analises e graficos.
Com isto, esperamos que os casos subsequentes, com mais detalhes, sejam mais facilmente com-
preendidos. De forma esquemaética, os problemas anuais tém apenas um estdgio periédico, como
podemos ver na figura

Resumimos, na tabela [1, as principais caracteristicas do modelo utilizado. Notamos, princi-
palmente, que a capacidade de geragao hidraulica é superior & demanda, nao se constituindo uma
restricdo ativa. Mais ainda, a energia afluente média, somada a geracdo térmica minima, nao é
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Figura 6.1: Representacdo esquemaética do estagio periédico no caso anual

suficiente para atender a demanda. Por fim, a menor energia afluente, somada a geragao térmica
maxima, estd abaixo da demanda, da ordem de 45.000 MWmés.

Parametro Valor

(MWmés)
Energia Armazenada maxima  291.579,1
Geragao Hidraulica maxima 945.422.4

Geragao Térmica maxima 279.876,0
Geragao Térmica minima 76.639,6
Demanda de energia 800.951,0
Energia Afluente média 707.212,0
Energia Afluente méaxima 1007.745,5
Energia Afluente minima 477.102,7

Tabela 1: Principais caracteristicas do modelo anual

Também apresentamos na figura a curva de custo varidvel unitdrio (CVU) em funcao da
geragdo térmica despachada, ou seja, para além da gera¢ao térmica minima (“inflexibilidade”).

Na figura podemos ver os graficos de 500 séries simuladas para o regime anual, iniciando
cada ano em Novembro, que é o inicio da estagdo imida. Cada série tem a duragao de 20 anos,
com o objetivo de detectar, de forma clara, o estabelecimento - ou néo - de um regime estacionario.
Em quase todos gréficos, a unidade é o MWmés; como um estégio corresponde a um ano, o valor
indicado é a geracdo (ou deficit, vertimento, etc.) daquele ano, medida em MWmés. A excecao é
o custo de operacgao, dado em Reais. Vale notar que este é o custo da operagdo sem adicionar o
custo de geragao da inflexibilidade térmica.

O que primeiro salta a vista é que ha uma oscilacio bastante grande de um ano ao seguinte para,
essencialmente, todas as varidveis. Isto é reflexo do regime de afluéncias, que pode ser bastante
diferente de um ano para o seguinte, como pode ser visto na figura Notamos que estas grandes
variagoes também ocorrem na propria série historica de vazoes anuais.

Em seguida, podemos ver que os casos extremos, de deficit, na figura [6.3al e de vertimento, na
figura [6.3b] sdo relativamente raros. Isto é bem claro para o déficit, onde ha apenas umas poucas
curvas que nao estao em zero. No caso de vertimento, podemos notar que hé de fato menos curvas
que saem de zero do que as que vemos nos outros graficos, ao comparar o nivel de cinza dos graficos.
Esta analise ficard muito mais simples ao analisarmos os graficos de quantis, na figura a seguir.
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Curva de CVU da Geracgado Térmica
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Figura 6.2: CVU da geragao térmica no caso anual

Antes disto, vejamos o que acontece com as variaveis de geragao térmica e hidraulica. Podemos
notar que estas se comportam de forma complementar, o que é esperado visto que, a menos de
deficit, a soma da geragdo térmica com hidraulica deve ser igual a demanda anual. Também
notamos que, de forma geral, a geracao hidrdulica se concentra em torno do maximo da geracao
anual, enquanto que a geragdo térmica, no minimo. Notemos que neste grafico nao incluimos a
geracao devido a inflexibilidade das usinas térmicas.

O custo de operacao segue, essencialmente, o custo das usinas térmicas, ji que a ocorréncia de
deficit é bastante rara. Entretanto, ao comparar com o grafico de geracao térmica, notamos que
ele é mais extremo, o que se explica pelo custo marginal crescente quanto maior a geracao térmica.

Uma outra métrica relevante é dada pela energia armazenada ao final de cada estagio. Aqui,
podemos observar excursoes ao longo de toda a capacidade de armazenamento dos reservatoérios,
ao longo do periodo destacado. Também notamos que ha séries que permanecem por mais de um
periodo “totalmente vazios”, assim como séries que se mantém “totalmente cheios” por mais de
um estagio. Deste gréafico, entretanto, nao é imediato observar uma mudanga entre os primeiros e
ultimos estagios, o que, mais uma vez, ficard mais evidente ao observarmos os graficos de quantis
e violinos, a seguir.

Enfim, incluimos as séries de energia afluente, para ilustrar dois pontos: primeiramente, que
nao sao sempre os mesmos cenarios a cada estagio, o que gera uma certa flutuagdo ao longo do
tempo, naturalmente. Em seguida, para destacar a variabilidade ao longo do tempo, onde anos
muito secos sao seguidos de anos muito iimidos, o que também reflete na grande variabilidade anual
de todas as outras séries aqui apresentadas.
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Agora, passamos aos graficos de quantis, na figura Nestas figuras, estdo representados
os quantis de 5%, 10%, ..., 90% e 95% para cada uma das varidveis de interesse exploradas nos
graficos de séries da figura Estes quantis devem ser entendidos “a cada estagio”, ou seja,
os percentis representados em cada estagio referem-se a distribui¢do de probabilidade dos valores
observados naquele estdgio. Com isto, iremos analisar estas distribuicoes, em vez de nos focarmos
nas trajetérias correspondentes a cada cendrio: assim, poderemos melhor observar a convergéncia
ao longo dos estégios.

Aqui, podemos ja notar de forma mais quantitativa algumas das observacoes que fizemos an-
teriormente. Em primeiro lugar, o grafico do deficit deixa claro que, em nenhum ano, houve
probabilidade maior do que 5% para déficit, j4 que até o quantil 95 o valor era zero. Ademais,
vemos que o vertimento também é bastante limitado, de forma geral. Apenas estdo ndo-nulas as
curvas dos quantis de 95% e 90%, em valores relativamente baixos se comparados & demanda anual
de energia, que é da ordem de 800 GW-més, e também sdo compativeis com a flutuagdo da energia
afluente, que oscila entre 540 e 1000 GW-més nas séries historicas.

Outro fenébmeno que podemos observar é uma tendéncia, entre o inicio e o final do periodo, de
estabilizar os quantis em patamares diferentes dos iniciais, indicando que o sistema estd buscando
uma configuracao de equilibrio diferente da que saiu. Isto é bastante visivel no caso do vertimento,
onde o aumento do vertimento ao longo dos anos indica que, a principio, o armazenamento estava
abaixo do equilibrio. Mas também podemos notar esta tendéncia na geracio térmica e no custo
de operacao que, ambos, diminuem conforme a simulacido avanca, indicando que no inicio houve
um maior esforgo térmico para preservar os volumes dos reservatoérios. De forma oposta, a geracao
hidraulica e a energia armazenada tendem a aumentar, com a energia armazenada no limite do re-
servatorio em mais de 10% dos cendrios a partir do quarto ano. Isto pode ser visto pela coincidéncia
de duas curvas de quantis, a mais alta de 95% e a seguinte, de 90%, no quarto ano.

Nao podemos deixar de notar, entretanto, que ainda hé, pelo menos, 5% dos cendrios em que o
reservatorio fica completamente deplecionado ao final do ano, o que indica que ainda hé anos com
uma significativa escassez de afluéncias.

Enfim, notamos no grafico dos quantis para as afluéncias que, novamente, mesmo que estas
sejam amostradas uniformemente, em diferentes anos a distribuicdo empirica nao é exatamente a
mesma. Como, ademais, os valores da distribuicdo sdo discretos, podemos ver que ha mudancas
bruscas entre os quantis amostrais. Isto mais uma vez indica que nao devemos esperar um gréfico
perfeitamente constante para garantir que foi atingido o regime estacionario. Pelo contrario, apenas
pela flutuacdo amostral, como neste caso, é possivel ver alteragoes nas distribuicoes, neste caso
evidenciadas pelos quantis.
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Finalmente, retomamos a andlise através dos graficos em violinos, para os 12 primeiros estagios,
ou seja, os 12 primeiros anos da simulacido, apresentados na figura Nao mostramos todos
os 20 estagios porque, para estes graficos, os violinos ficariam muito finos, comprometendo nossa
visualizagdo. As larguras dos violinos indicam, para cada varidvel, a densidade de probabilidade
estimada através da simulacdo dos cenérios. Além disso, incluimos os valores da média e da mediana,
com tragos horizontais respectivamente em azul e preto, para auxiliar a andlise destes graficos.

Aqui, vemos de forma ainda mais nitida a transicio entre o estado inicial e o comportamento a
partir dos ultimos anos de simulacio da série. Isto é perfeitamente visivel no caso da geracao térmica
e hidraulica, cuja média e medianas vao se dirigindo ao valor final das mesmas e se estabilizam a
partir ja do sexto ano da simulagdo. O mesmo se passa, na respectiva escala, para o caso do custo
de operacao.

Ja a energia armazenada e o vertimento tém um comportamento ligeiramente diferente dos
trés acima. Em particular, podemos notar que a tendéncia de aumento de ambos s6 se esgota ao
final de 10 anos de simulacdo. Mesmo que esta seja bem mais rdpida no inicio e, em especial,
nos trés primeiros anos, ela ainda continua muito depois de as geragdes térmica e hidraulica se
haverem estabilizado. Vale notar, aqui, que é a energia armazenada, e nao as decisoes de geracao,
que é a variavel de estado fundamental do processo. Assim, a principal variavel para a cadeia de
Markov s6 estabiliza, pelo menos nesta andlise grafica, depois de varias das “varidveis dependentes”
haverem estabilizado. O vertimento, entretanto (e naturalmente) acompanha a tendéncia da energia
armazenada; podemos dizer que é basicamente o vertimento que estd concluindo o “ajuste” da
energia armazenada ao seu valor estavel, quando as decisoes de geragao ja estao estabilizadas desde
muito antes.

No caso particular do planejamento da operacdo, e do modelo de programagcao linear multi-
estagio e estocastico que empregamos, uma explicacdo para isto vem de, justamente, as decisoes
serem tomadas utilizando modelos lineares, que tendem a selecionar vértices da regiao viavel. Isto
se traduz, aqui, para decisoes de ligar ou desligar, totalmente, a geragao térmica de uma usina,
e, correspondentemente, diminuir ou aumentar a geracdo hidraulica. Assim, mesmo que as de-
cisoes de geragdo ja se tenham estabilizado, a energia armazenada, que nao esta sujeita a estas
descontinuidades, ainda nao tera chegado a estabilidade.

Por fim, o grafico do déficit apresenta um comportamento um pouco supreendende, a principio,
pois é nulo no primeiro ano, aumenta no segundo, para em seguida ir, lentamente, diminuindo. O
fato de nao ocorrer déficit inicialmente se deve as condigOes iniciais, que, mesmo que desfavoraveis
(j& que o sistema tende a aumentar o armazenamento com relagdo ao valor inicial), ndo séo téao
extremas a ponto de gerar deficit. Ao contrario, ao longo dos primeiros anos ja é possivel ter uma
sequéncia suficientemente critica que leve ao deplecionamento dos reservatérios e ao consequente
deficit. Entretanto, como, em média, o sistema tende a ficar com maior armazenamento, o montante
de deficit também irad se reduzindo ao longo dos anos da simulagao.
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6.2.1 Andlise do estado estacionario

Para avaliar de forma mais quantitativa a convergéncia para o regime estacionario, calculamos a
distancia entre as distribuigoes a cada estagio. Como realizamos 20.000 simulagoes, para garantir
a independéncia das amostras, utilizamos mil cenarios diferentes para cada estagio para calcular
estas distancias. Estas distdncias podem ser vistas na figura onde cada quadrado corresponde
a distancia entre as distribuicoes de energia armazenada dos estagios entre linhas e colunas. Natu-
ralmente, as distancias ao longo da diagonal sdo sempre zero.

Distancia entre CDFs de Energia Armazenada para diferentes estagios
1 4 ] 12 16 20

1
0.30
4
0.25
E -
o 0.20
=)
P
g 12 4 0.15
0.10
16
0.05
20 ~

0.00

Estagio

Figura 6.6: Distancias entre distribui¢oes de energia armazenada ao longo de 20 estagios no regime
anual

Nesta figura, também podemos notar que a distribuicdo da energia armazenada ao final do
primeiro estagio é significativamente diferente das outras, dando uma distancia de mais de 0.3 entre
as curvas de distribuicdo acumulada para a distdncia entre varios outros estagios. Em seguida,
observando com mais detalhes, vemos que os estdgios de dois a cinco ainda estdo a uma certa
distancia dos ultimos estagios, o que mostra que, de fato, ainda nao estd tdo perto do estado
estaciondrio, como pudemos observar nos graficos de violinos da figura|6.3fl Por outro lado, também
vemos uma clara tendéncia a reducdo das distancias entre as distribuigoes conforme os estégios
avancam, bastante notavel pelas cores mais escuras no canto inferior direito do grafico. Esta
reducdo também é natural, j4 que esperamos que, conforme as simulagdes avancam, o sistema saia
do estado inicial, particular, e convirja para o estado estacionario da cadeia de Markov.

Para compararmos alguns valores especificos, destacamos os estdgios 1, 5, 10, 15 e 20. Na
tabela 2] reportamos as distancias entre as respectivas CDFs empiricas, obtidas através de amostras
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Estéagios Distancia

1 5 0.228
1 10 0.314
1 15 0.308
120 0.299
5 10 0.101
5 15 0.096
5 20 0.087
10 15 0.017
10 20 0.040
15 20 0.040

Tabela 2: Algumas distdncias entre CDFs de energia armazenada

independentes de tamanho 1000 para cada uma: Aqui, vemos que de fato a distancia entre a CDF da
energia armazenada do primeiro estdgio e os seguintes é grande. Também notamos que a distancia
entre a CDF do quinto estagio e os outros é praticamente um terco das anteriores, mas ainda bem
maior do que as distancias que vemos entre as CDFs dos estagios finais.

Por fim, utilizamos as mesmas séries, separadas por cendrios da mesma forma que para o calculo
da distancia, para realizar um teste estatistico de proximidade das distribui¢cdes. Utilizamos o
teste de Kolmogorov-Smirnov, que é adaptado para amostras de distribui¢des continuas. Como
a distribuicdo da energia armazenada é predominantemente continua, salvo pela acumulagdo nos
limites superior e inferior, este teste ja nos d4 uma primeira avaliacio estatistica do estabelecimento
ou nao do regime estacionario. Este teste utiliza a distdncia entre as CDFs, como vista no gréfico
da figura e, em fun¢do do tamanho das amostras da a probabilidade, supondo que as amostras
utilizadas sdao oriundas de distribuigoes continuas, de que as distribui¢cdes subjacentes sejam iguais.
Esta probabilidade é chamada de p-valor do teste de Kolmogorov-Smirnov.

Os p-valores calculados para as energias armazenadas ao longo dos 20 estagios podem ser vistos
na figura Nesta figura, vemos que de fato até o quarto estagio, as distribuicbes acumuladas ao
final de cada estégio ainda estdo bastante distantes entre si, e também das distribuigoes de estagios
mais avancados da simulagdo. Em seguida, vemos um “bloco” formado pelos estagios de 5 a 8, onde
a maior parte das distribui¢oes estd bem proxima entre si, mas claramente diferente dos primeiros
estagios, e também nao tdo préxima assim das distribuicdes dos estdgios seguintes. Ha algumas
excegoes, como os estagios 13 e 14, que ja ddo um p-valor mais alto para serem equivalentes aos
estagios de 5 a 8, mas de forma geral é razoavel interpretar este grafico como indicando que o estado
estaciondrio s6 serd atingido por volta do 10 ano, o que corrobora as andlises feitas pelas médias e
medianas da figura

Novamente, observemos os valores especificos dados pelos p-valores para os estagios 1, 5, 10,
15 e 20, na tabela arredondados para 3 casas significativas: E notdvel a transicdo entre o
primeiro estidgio e os seguintes, onde a probabilidade de as amostras empiricas virem de uma
mesma distribuigdo é baixissima, para o quinto estagio, onde a probabilidade ainda é bem baixa,
para os estagios finais, onde a probabilidade passa a ser bastante grande, o que confirma a nossa
analise.
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Figura 6.7: p-valores para o teste de Kolmogorov-Smirnov de 2 amostras, aplicado as distribui¢oes
de energia armazenada, simuladas ao longo de 20 estégios no regime anual

Estagios p-valor

1 5 3.4393 - 10723
1 10 5.9008-10~*
1 15  2.7946 - 10742
1 20 7.8477-10740
5 10  0.000073359
5 15  0.00019698

5 20  0.0010265

10 15  0.99872

10 20  0.40063

15 20  0.40063

Tabela 3: p-valores para o teste de Kolmogorov-Smirnov de similaridade entre CDFs de energia

armazenada
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6.2.2 Comparando o estabelecimento do regime estacionario

Apés as andlises apresentadas na secao anterior, é natural nos indagarmos se, ao iniciar de estados
diferentes do que foi utilizado para aquele estudo, também obteriamos resultados semelhantes. Para
isto, iremos analisar dois casos, um onde a energia armazenada inicial é nula, e um segundo onde
o reservatério equivalente esta cheio.

Nestes casos, alteramos o valor da energia armazenada inicial desde a etapa de calculo da poli-
tica pela PDDE. Naturalmente, se houvéssemos utilizado a politica calculada a partir do exemplo
anterior, e mudéssemos a energia inicial apenas para a simulagdo de cendrios, estariamos obser-
vando o comportamento do sistema dindmico determinado, essencialmente, pela funcao de custo
futuro que 14 fora calculada. Aqui, vamos um passo além: ndo apenas daremos uma outra condi¢ao
inicial para as simulagdes, mas também para o algoritmo que constréi a funcdo de custo futuro
correspondente ao modelo periédico anual. Assim, ao observarmos os resultados, devemos ter em
mente que a convergéncia para um mesmo regime implica, ndo apenas que o sistema de fato “es-
quece” o estado inicial, mas que a func¢ao de custo futuro calculada é, essencialmente, independente
do estado inicial.

Comegando pelo primeiro caso, com energia inicial zero no inicio da estacdo timida, vemos na
figura as séries anuais geradas, a partir das mesmas séries de energias afluentes utilizadas para
a figura Aqui, o mais notavel é quao similar os gréaficos das séries sdao. Tanto nas grandes
oscilagoes entre um ano e o seguinte, como na forma geral das séries, ambos os casos sdo muito
semelhantes.

Entretanto, ndo podemos deixar de notar que ha uma maior concentragdo de séries com alta
geragao térmica (e, eventualmente, de déficit) no inicio do periodo de simulac¢do. Isto é de fato
esperado, ja que, ao iniciar com o reservatoério vazio, o sistema terd que fazer um esforgo ainda maior
para recuperar o armazenamento e chegar ao nivel 6timo para a operacao em regime estaciondrio.
Naturalmente, este aumento também leva a um maior aumento dos custos, que pode ser visto
também em um maior nimero de séries altas no inicio do periodo; e a um menor nimero de
eventos de vertimento no inicio da simulagao.

Para podermos melhor comparar os regimes obtidos ao final de cada simula¢do, observemos na
figura como se comportam os quantis para esta configuracdo com energia inicial nula. Aqui,
notamos que hd uma probabilidade de déficit de mais de 5% no primeiro ano, o que nao ocorreu
no caso original, mas que este é o Unico ano para o qual esta probabilidade é tao grande: nos
anos seguintes, todas as cuvas de quantis ja estdo em zero. Novamente, observamos o aumento
do vertimento ao longo das simulagoes, chegando a patamares muito similares, porém demorando
mais tempo para que os respectivos quantis 95% e 90% deixem de ser nulos.

O mesmo se pode dizer dos outros graficos, de forma geral: comegam de situagdes mais extremas
do que no caso de estudo anterior, mas ddo a impressao de convergirem, ao final do periodo de si-
mulacdo, para um estado muito similar ao observado anteriormente. Assim, mesmo que demorando
um pouco mais de tempo, temos a impressao de que o sistema possui um tinico estado estacionério,
que é atrator do processo estocastico: independentemente das condicOes iniciais, tanto as decisoes
correntes (geragao, deficit, etc.), como o estado (energia armazenada) convergem para uma mesma
distribuicao estacionaria.

Finalmente, vejamos novamente o resultado deste caso através dos graficos de violinos, na
figura A maior parte das observacoes ja efetuadas anteriormente pode ser confrontada a estes
graficos.
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Assim, por exemplo, o maior deficit no primeiro ano estd bem nitido, e podemos ver que a
distribui¢do de deficit no segundo ano também estd maior do que anteriormente, reflexo de um
estado ainda de baixo armazenamento.

Da mesma forma, vemos novamente uma geracao térmica (e consequente custo operacional)
bem mais importantes nos primeiros anos, mas que, igualmente, tende a reduzir conforme o passar
das simulagdes. Ademais, podemos notar que os violinos para a geracdo térmica dos anos finais
(digamos, a partir do sexto) ja estdo praticamente indistinguiveis, independentemente da energia
armazenada inicial com que comegamos a simulacao.

Enfim, os violinos para a energia armazenada continuam sugerindo o mesmo fenémeno: a con-
vergéncia para um regime estacionario. Aqui, é ainda mais visivel o quao mais rapida é esta
convergéncia nos estigios iniciais, quando o sistema se encontra bastante longe do estado estacio-
nario. Naturalmente, este esforco se traduz por um alto custo de operagao nestes mesmos primeiros
anos, mas também por uma menor ocorréncia de vertimentos, ja que, em geral, o reservatorio estard
mais vazio do que no caso anterior. Isto mais uma vez reforca a dindmica que leva a convergéncia
ao estado estaciondrio, neste caso: primeiramente, o deficit e a geracdo térmica, que tém custos
bem-definidos e em saltos, sdo usados para compensar a baixa energia armazenada. Uma vez que
este esteja dentro de uma regiao estavel, as proporg¢oes na geracao hidrotérmica praticamente nao
se alteram, mas apenas o vertimento ira ser responsavel por, paulatinamente, terminar de equilibrar
a energia armazenada ao nivel estacionario.
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Continuando o estudo do caso anual, também ilustramos, a seguir, a operagdo no caso de
partirmos de um reservatério com o armazenamento completo. Por simplicidade, apresentamos na
figura [6.11] apenas os graficos de violinos.

Como esperado, o comportamento é o oposto do que vimos nos dois casos anteriores, e o
sistema tendera a reduzir a energia armazenada, visto que, nesta situacdo, ¢ muito comum ocorrer
vertimento. Naturalmente, em cenarios de grande afluéncia, o sistema continuard privilegiando
uma grande geracdo hidraulica. Assim, a reducdo da energia armazenada média ao longo das
simulac6es ocorre nos eventuais cenarios de menor afluéncia, onde o sistema ira dispender a reserva
de armazenamento para nao incorrer em um custo de operacao tao grande. Podemos notar, por
exemplo, o aumento bem-definido da mediana de geracao térmica, que acontece entre o oitavo e
nono anos de simulacéo.

Também notamos que a convergéncia da distribuicdo do armazenamento ocorre de forma muito
similar ao que observamos anteriormente. Num primeiro momento (ao longo dos dois primeiros
anos) é bem rapida; a seguir, perde um pouco de velocidade (até o sexto ano); e enfim passa a ser
bastante suave (do sétimo ano em diante).

Enfim, para concluir o estudo do caso anual, também apresentamos, na figura [6.12] as fungoes
de custo futuro calculadas para cada um dos casos que vimos. Aqui, notamos que, de fato, as
fungoes calculadas estdo muito préximas, praticamente sobrepostas no gréafico. Isto demonstra que,
de fato, a metodologia calcula os custos do regime periédico de forma consistente, pois esta funcao,
em teoria, deve ser independente das condigoes iniciais. Mais ainda, isso também corrobora a nossa
observacao de que os regimes estaciondrios obtidos sdo similares: como a operacgao de cada estagio
depende da energia armazenada inicial daquele estdgio e da fun¢do de custo futuro, ao passar
por varios estagios sucessivos é bastante razoavel que o impacto da condic¢do inicial desapareca, e
subsista a fun¢do de custo futuro, que é sempre a mesma a ser aplicada.
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Figura 6.12: Fungoes de custo futuro no regime anual, calculadas a partir de condigbes iniciais
diferentes para a PDDE.
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6.3 Comparacao dos regimes semestrais

Vejamos, agora, dois problemas periédicos, mas nao estacionéarios, para observar o efeito da sazona-
lidade em problemas de horizonte infinito, e, em particular, no regime limite que serd atingido em
cada um deles. Para tanto, adaptamos o modelo do SIN para considerar estagios semestrais. Com
isto, podemos ver uma variacdo na energia afluente, e também na demanda, devido a sazonalidade
dos regimes de afluéncia. Analogamente ao caso anual, ilustramos na figura [6.13] os dois estégios
e a inclusao do loop do segundo de volta ao primeiro, que permite realizar simulacoes forward e,
através do qual também passamos os cortes gerados ao resolver o problema do primeiro estigio
para o segundo.

Figura 6.13: Representagdo esquemaética de estagios no caso semestral

O primeiro modelo considera semestres de estagées imidas e secas, respectivamente, com um
estagio correspondente aos meses de novembro a abril, e o outro, aos meses de maio a outubro.
O segundo modelo usa estagios “mistos”, com o primeiro de fevereiro a julho, incluindo o final da
estagdo chuvosa e o inicio da estacdo seca, e o segundo de agosto a janeiro, com o final da estacao
seca e o inicio da estag@o chuvosa, onde a sazonalidade das afluéncias é bem menos marcada.

Como na secdo anterior, apresentamos na tabela as principais caracteristicas do modelo
utilizado. O tamanho dos reservatorios continua o mesmo, mas as capacidades de geragao de
energia, a cada estagio, estdo divididas a metade, pois correspondem a mesma poténcia instalada.

Pardmetro Valores (MWmés)
Modelo Nov/Maio Fev/Agosto
Sazonalidade forte Estagoes mistas

Umida Seca | “Umida” “Seca”

Energia Armazenada maxima 291.579,1

Geragao Hidraulica méxima 472.711,2

Geragao Térmica maxima 139.938,0

Geragao Térmica minima 38.319,8

Demanda de energia 412.802 388.149 403.878 397.073

Energia Afluente média 460.354,8 246.857,2 | 404.175,9 304.729,1

Energia Afluente méaxima 660.287,2 372.042,6 | 575.516.4 448.948,0

Energia Afluente minima 286.311,9 153.115,2 | 247.088,5 202.330,0

Tabela 4: Principais caracteristicas dos modelos semestrais

Também apresentamos na figura [6.14] a curva de custo varidavel em funcio da geracdo térmica
despachada, ou seja, para além da geracdo térmica minima (“inflexibilidade”). Ela é anédloga a
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curva do caso anual, apenas considerando a geracdo ao longo de um semestre, em vez de um ano,
e portanto sua escala de energia é metade daquela.

Curva de CVU da Geracado Térmica

1200 A

1000 A

800 A

600 A

400 -

CVU (R$/MWmés)

200 A

0 20000 40000 60000 80000 100000
Geracao Térmica acumulada (MWmés)

Figura 6.14: CVU da geragado térmica no caso semestral

Vale notar que, como o sistema possui uma capacidade de armazenamento, a operacao ideal é
manter a geragao térmica o mais constante possivel, enquanto que a geracgao hidraulica compensa a
variacao da afluéncia e da demanda entre os estagios sucessivos. Naturalmente, quanto mais forte
for a variacio entre os estagios, e, em particular, quanto mais forte for a sazonalidade, mais dificil
serd acomodar estas flutuacoes sem alterar a geragao térmica. Assim, este estudo também permite
observa o quanto o armazenamento do sistema é capaz de suportar a variacio sazonal da incerteza.

A seguir, a esquerda iremos sempre mostrar os graficos do regime novembro/maio, e, a direita,
o grafico correspondente para o regime fevereiro/agosto.

Comegamos observando a diferenca entre as séries de afluéncias, entre cada um dos regimes.
Os gréficos de quantis e violinos da figura tém todos o comportamento esperado, e sdo re-
presentativos das amostras de cenarios escolhidos para a simulacdo. Desta forma, podemos ver a
periodicidade da incerteza, alternando os semestres do ano, que sdo especialmente marcadas pelas
estagoes no caso novembro/maio. No gréfico de quantis, esta diferenga se nota pelas maiores in-
clinagdes no regime novembro/maio, e também pela maior amplitude entre minimas e maximas.
J4 no gréfico de violinos, observamos que, mesmo que o regime fevereiro/agosto ainda tenha uma
sazonalidade clara, esta é muito menos extrema do que no outro caso: a média (e a mediana) de
afluéncias na estacdo imida é maior do que o maximo na estacio seca, e, simetricamente, a média
de afluéncias na estagio seca é menor do que a menor afluéncia historica na estagido iimida.
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Figura 6.15: Comparagao de regimes semestrais: Energia Afluente

Também notamos que as distribuigées ndo sdo exatamente as mesmas, o que é natural visto
que os cenarios utilizados para as simulagoes sao amostrados independentemente.

Novamente, como no caso anual, o deficit, para a maior parte dos cendrios, sera zero. Em ambos
os regimes, os graficos de quantis da figura indicam que, para qualquer estagio, dentre todos os
cenérios amostrados, hd menos de 5% de probabilidade de deficit. Além disso, os gréficos de violinos
mostram que, no caso do regime fevereiro-agosto, observamos que ha eventos de deficit tanto nos
semestres “tmidos” como nos de “seca”, ao passo que o regime novembro-maio s6 apresenta deficit
nos meses de seca.

Ja o vertimento tem o padrao semestral inverso, como era de se esperar. Vemos na figura [6.17
que, no regime novembro-maio, temos mais vertimento nos estagios correspondentes aos periodos
de cheia, e praticamente nao ha vertimento nos periodos huimidos, representando sempre menos
do que 5% probabilidade de vertimento. O regime fevereiro-agosto apresenta menos vertimento na
estagdo mais chuvosa, e mais vertimento na estagdo de menor afluéncia, se comparado ao regime
novembro-maio, mas ainda tem menos de 5% de probabilidade de vertimento na estacao seca. Ja
para as estagoes imidas, no regime mais extremo ha mais de 15% de probabilidade de vertimento,
a0 passo que no regime menos extremo esta passa de 10%, mas nao chega a 15%.

Observamos, também nos graficos em violinos, que ha uma tendéncia de crescimento do ver-
timento ao longo dos estigios de simulagdo. Isso sugere que, em ambos 0s casos, os reservatérios
estdo também em média com maior energia armazenada, ao longo dos estdgios da simulagao.

Para a geragao térmica, observamos mais uma vez na figura[6.18 que o comportamento do regime
fevereiro-agosto tem oscilacbes com menos amplitude do que as vistas no regime novembro-maio.
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Figura 6.16: Comparagao de regimes semestrais: Deficit

Também parece, para esta varidvel, que a convergéncia para o regime estacionario é mais rapida
no regime fevereiro-agosto do que no regime novembro-maio, pois as medianas (tragos em preto)
atingem valores mais baixos bem mais rapido. Aqui, observamos um fenémeno bastante interes-
sante: as medianas de geragao térmica na estagao seca do regime novembro/maio, correspondentes
aos estdgios pares como visto na figura [6.15] tendem a ser mais baixas do que as medianas para a
estacdo timida; as médias, entretanto, tendem a ser mais altas. Isso mostra que a distribuicao da
geracao térmica é bastante assimétrica.

Vale notar que o regime esperado para a geracao térmica seria de manté-la, tanto quanto
possivel, constante ao longo do tempo, utilizando a geracao hidraulica para compensar as flutuagoes.
Isso se deve a convexidade dos custos de geragao térmica, pois é mais barato gerar a média ao longo
de um periodo do que ter estagios com maior e menor geracdo térmica. Assim sendo, vemos que o
regime com uma sazonalidade menos forte tem bem menos variagdoes sazonais na geragao térmica
do que o regime novembro/maio, onde podemos notar, tanto pelos quantis como pelos violinos, que
ha uma maior oscilacao periddica de geragao.

Também notamos uma particularidade da geracao térmica no grafico de quantis, onde ha varias
curvas de quantis que coincidem. Isto fica evidente quando duas curvas de quantis que estavam
diferentes num estdgio passam a ficar iguais no estagio seguinte, ou, ao contrario, se separam de
um estagio anterior. Isso se deve a geragao térmica ter “saltos” nos custos, o que leva a uma maior
concentracdo de cendarios para os quais a geracdo térmica serd a mesma.

Para a geracdo hidrdulica, apresentada na figura [6.19] notamos que em ambos os regimes a
periodicidade da geracao hidroelétrica é muito bem definida, o que pode ser observado tanto no
grafico de quantis como no grafico de violinos. Dada a discussdo anterior sobre a geragao térmica,
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Figura 6.17: Comparagdo de regimes semestrais: Vertimento

este resultado é bastante natural. Vale notar que a uma parte significativa da diferenca pode ser
explicada pela variacdo da demanda, da ordem de 24 mil MWmés no caso novembro/maio, e apenas
da ordem de 6 mil MWmés no caso fevereiro/agosto.

Entretanto, também é notério que a oscilagdo da geracdo hidroelétrica é maior no regime no-
vembro/maio. Por exemplo, os primeiros quantis sdo menores nesse primeiro regime, e os tltimos
quantis sdo mais altos, refletindo uma amplitude maior. No grafico de violinos essa diferenca na
oscilagdo também é bastante evidente: no regime de fevereiro/agosto as médias e medianas estao
muito mais préximas do que no regime novembro/maio.

Ao concluir a andlise de déficit e vertimento, por um lado, e geragdo térmica e hidraulica,
por outro, notamos que o regime fevereiro/agosto apresenta uma sazonalidade menos marcada nas
variaveis de geracdo do que para as variaveis de deficit e vertimento. Isto pode ser explicado porque
estas ultimas sdo marcadores de eventos extremos, que, naturalmente, sao mais destacados do que
os eventos “regulares” de geragdo térmica e hidraulica.

Na figura [6.20] vemos os graficos de quantis e violinos para o custo de operagdo. Como ja
observado no caso anual, o custo da operagao em cada estagio é praticamente determinado pela
geragdo térmica e o montante de deficit. Como hé menos de 5% de probabilidade de deficit, ndo
vemos nos quantis o impacto do deficit; este impacto é visivel nos pontos mais altos dos violinos,
que as vezes atingem e ultrapassam a marca de 1.25 x 100 reais.

Assim, muitas das observacoes feitas para a geracdo térmica também valem aqui, lembrando
que os graficos parecem distorcidos porque a funcdo de custo para uma dada geracio térmica é
nao-linear. Além disso, como os custos unitarios ficam cada vez mais altos quanto maior a geracao
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Figura 6.18: Comparagdo de regimes semestrais: Geragao Térmica

térmica, e maiores ainda quando ha deficit, os valores extremos daqueles graficos ficam ainda mais
extremos aqui. Por estas razoes, por mais que o custo seja um resultado fundamental do estudo,
ele ndo se presta tdo bem para a andlise do regime estacionario.

Por fim, analisamos a energia armazenada nos reservatérios ao final de cada periodo, como
vistos nos graficos da figura [6.2I] Como é de se esperar, no caso de estudo do regime semestral
novembro/maio, onde as estagoes estdo bem marcadas, observamos também uma grande oscilagao
entre a energia armazenada ao final dos estagios impares, correspondentes ao final do periodo
umido, e a energia armazenada ao final do periodo seco em outubro. O regime defasado de 3 meses,
onde cada semestre inclui por¢oes das estagdes imida e seca, apresenta oscilacbes muito menores.

A energia armazenada é uma das varidveis mais importantes para o estudo do regime estaci-
onério, visto que este é o estado Markoviano do processo de decisoes: todas as outras decisoes
sdo funcoes da incerteza e da energia armazenada. Assim, a convergéncia desta variavel implica a
convergéncia das outras, mesmo que em velocidades diferentes. Neste aspecto, podemos observar
que ainda hd uma mudanca visivel entre as energias armazenadas do quinto ano (semestres 9 e
10) e do sexto ano (11 e 12), o que sugere que, mesmo com este modelo onde nao hé restri¢oes de
transmissdo, o estabelecimento de um regime estacionario leva mais do que 5 anos, o que também
foi observado no estudo dos regimes anuais na secdo anterior.
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Figura 6.19: Comparacgao de regimes semestrais: Geracao Hidraulica
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Figura 6.20: Comparagao de regimes semestrais: Custo de operacao
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Figura 6.21: Comparacio de regimes semestrais: Energia Armazenada
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6.4 Casos de estagios mensais

Finalmente, vejamos os resultados para dois casos de estagios mensais, ja mais proximos do modelo
tipico de planejamento da operacdo. O primeiro modelo serd periédico, de periodo 12, enquanto
que o segundo serd um modelo com 120 estagios, representando o horizonte de 10 anos comumente
utilizado para os estudos de médio prazo.

A tabela [p| apresenta as principais caracteristicas dos modelos utilizados, agora para estes casos
mensais. Para ndo ficar extremamente repetitivo, incluimos os valores da demanda e afluéncia para
quatro dos 12 meses que constituem um periodo. A grande mudanca que podemos ver neste modelo
é que a energia armazenada maxima passa a ser maior do que todos os outros pardmetros de um
estagio. Isto reforca o papel fundamental que o armazenamento terda para a solucdo. Ademais,
vemos que a flutuagdo da demanda média é relativamente modesta entre estigios, estando na
ordem de 10%, enquanto que a oscilagao de energia afluente é significativa: a média de afluéncias
em fevereiro é quase trés vezes maior do que a de agosto.

Parametro Valores (MWmés)
Energia Armazenada méaxima 291.579,1
Geragao Hidraulica maxima 78.785,2
Geragao Térmica maxima 23.323,0
Geragdo Térmica minima 6.386,6

Fevereiro Maio  Agosto Novembro
Demanda de energia 71.469 65.761 64.210 66.252
Energia Afluente média 95.458,3 56.242,2 33.628,5 44.927.5
Energia Afluente méaxima 154.780.4 93.753,3 69.749,3 79.687,5
Energia Afluente minima 42.287,0 36.000,6 19.708,4 21.761,0

Tabela 5: Principais caracteristicas dos modelos mensais

Como nos outros casos, mostramos na figura a curva de custo varidvel unitéario (CVU).

A seguir, analogamente ao caso semestral, apresentamos lado a lado os gréaficos de quantis e
violinos para as diferentes variaveis de decisao do problema de planejamento. Os violinos, novamente
por questdo de visualizagdo, contém apenas os 12 primeiros meses da simulacao. A esquerda,
teremos os graficos correspondentes aos resultados obtidos através do modelo periddico, enquanto
que, a direita, temos os graficos correspondentes ao modelo de 120 estagios. Observamos que o
primeiro més de planejamento, e consequentemente apresentado na simulagdo, é Janeiro.

Os primeiros graficos, como de habito, serdo os das afluéncias, que vemos na figura Aqui,
vemos de forma bastante clara a sazonalidade das mesmas, com grandes afluéncias no trimestre
Janeiro-Fevereiro-Marco, também sujeitas a uma grande varidncia, enquanto os meses de junho a
novembro tém afluéncias bem menores, e com correspondente menor variacao.

Em seguida, temos os gréaficos de déficit, que continuam atestando menos de 5% de probabilidade
de déficit em todos os cenarios, o que continua compativel com os resultados anteriores, e também
é esperado. Ademais, vemos na figura que o vertimento também esta bastante reduzido, em
ambos os casos, se comparado com os resultados de vertimento seja para o regime anual, seja para
o regime semestral. Isto é facil de explicar, porque agora temos mais oportunidades para alterar a
operagao do sistema ao longo de uma série, e com isto melhor aproveitar o armazenamento no caso
de grande afluéncia, suavizando a operacao.

Entretanto, esta simulacdo é, em certo sentido, mais favoravel do que o observado nas séries
histéricas, ja que sorteamos, de forma independente, as vazdes de cada més. Ora, em geral ha
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1200 A

1000 A

800 A

600 -

CVU (R$/MWmés)

400 -

200 A

0 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500
Geracgao Térmica acumulada (MWmés)

Figura 6.22: CVU da geragdo térmica no caso mensal

correlacao entre as vazoes de meses proximos, com anos de cheias e anos de seca mais pronunciadas,
0 que nao ¢é reproduzido pela geracao de séries independentes. Isto sugere que, pelo menos para o
caso de estagios mensais, seria importante utilizar um modelo mais acurado de geragao de séries
para a energia afluente, de forma a obter séries mais extremas do que o modelo de independéncia.
Isto exige, por sua vez, alterar o modelo de PDDE, ja que o mesmo exige que a incerteza de cada
estagio seja uma variavel aleatéria independente das incertezas observadas nos estdgios anteriores.
Uma forma de incorporar previsoes mais acuradas de energia afluente é pelo uso de técnicas de séries
temporais, com o uso de modelos autorregressivos. Esta generalizacdo da PDDE seré explorada no
préximo relatério, pois ela necessita uma alteracdo tanto do modelo de otimizacao utilizado como
a prépria reformulagdo das incertezas que serdo associadas a cada estagio.

Com isto, passemos aos graficos de geragdo térmica, que podemos ver na figura Aqui,
podemos observar as primeiras diferengas significativas entre os modelos periddico (& esquerda) e o
de 120 estagios (a direita). Em primeiro lugar, notamos que o modelo periédico também resulta em
um comportamento periddico no grafico de quantis, onde é visivel uma estrutura de repeticio a cada
12 meses, para diversos quantis. Por outro lado, o grafico de quantis do modelo de 120 estagios
ndo possui a mesma regularidade, tendo niveis de geracdo térmica diferentes a cada estagio. A
explicacdo deste fendmeno é relativamente direta: o modelo periddico possui apenas 12 fungoes de
custo futuro, a partir das quais ird calcular a operacdo; ja o modelo de 120 estagios possui uma
funcao de custo futuro, potencialmente diferente, para cada estagio. Assim, mesmo que estas sejam
similares entre meses correspondentes de cada ano, as diferencas que estas tenham serao visiveis
tanto como pequenas variagoes das decisoes, como, de forma mais notavel, pela diminuicdo da
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Figura 6.23: Mensal periodico e mensal de 120 estagios: Energia Afluente

periodicidade, aqui notada nos quantis da geracao térmica.

Um outro reflexo deste mesmo fendmeno é a surpreendente estabilidade da geracao térmica ao
longo do primeiro ano, no modelo peridédico. Podemos observar, no grafico de violinos, que tanto
a média como a mediana estdo muito mais estaveis do que no caso de 120 estagios. Esta maior
constancia ao longo dos estagios também pode ser observada, diretamente, na forma que tomam os
violinos: no modelo de 120 estagios temos a presenca de “bolsas” acima de 2000 MWmés, em alturas
variadas, o que praticamente nao ocorre no modelo periédico. Por fim observamos que, com menos
variagao da geracao térmica, também teremos uma maior estabilidade de custos marginais ao longo
do ano, ji que estes sdo, essencialmente, determinados pela usina térmica mais cara despachada.

A segunda diferenca, mais esperada, entre os modelos, é o efeito de final de horizonte. En-
quanto o modelo periédico ndo apresenta nenhuma variacao visivel, o modelo de 120 estagios tem,
nos ultimos estagios, dois comportamentos que sao reflexos do fim de horizonte: o primeiro, uma
reducdo em média da geracao térmica, correspondente ao esvaziamento, também em média, dos
reservatorios, ji que o valor da 4gua fica menor nos iltimos estagios. O segundo, em certo sentido
oposto, é o aumento do quantil de 95% da geracao térmica; ele se explica porque, dado um esvazia-
mento maior dos reservatorios, a flexibilidade de operacao fica reduzida, e uma série mais negativa,
que tem pouca probabilidade de ocorrer, torna necessaria uma maior geragao térmica. Assim, ao
se aproximar do final do horizonte, ndo s6 a geracéo térmica tende a ficar menor, em média, como
também fica mais dispersa, refletindo uma operacido com menos controle do que o normal durante
os periodos mais distantes do final do horizonte.

A geracdo hidraulica, apresentada na figura [6.27] é, naturalmente, complementar & geracio
térmica, visto que as séries de demanda e de afluéncia sdo iguais para os dois casos estudados.
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Figura 6.24: Mensal periodico e mensal de 120 estagios: Deficit

Entretanto, devido a escala da geragao hidraulica, que é aproximadamente dez vezes maior do que
a da geracdo térmica, a maior parte dos efeitos observados anteriormente se revelam muito mais
dificeis de notar.

O que podemos observar destas duas tdltimas figuras é que as simulagGes parecem convergir
bem mais rdpido para o regime estaciondrio do que nos casos semestral e anual. Com efeito, é
praticamente imperceptivel a diferenca entre geragoes hidricas do primeiro para o segundo ano,
as maiores diferencas concentrando-se nos quantis mais baixos. A partir dai, é mais dificil ainda
afirmar que houve uma mudanca entre o segundo e terceiro anos, a partir destes graficos.

Enfim, passamos aos graficos de energia armazenada, que vemos na figura[6.29] Nesta, podemos
notar que ha uma leve tendéncia de aumento da energia armazenada ao longo dos primeiros anos,
especialmente até o final da terceira estacdo imida. Também notamos que hd uma grande excursao
ao longo de cada ano, com quantis chegando proximo do esvaziamento, ao final da estagao seca, e
com quantis proximos ao maximo de armazenamento, ao final da estagdo imida.

De forma geral, ambos os modelos, seja o periddico, seja o de 120 estagios, apresentam compor-
tamentos muito similares para as simulagées de energia armazenada. Apenas ao final do periodo
¢é possivel ver uma queda, um pouco mais acentuada, da energia armazenada no modelo de 120
estagios, correspondente ao menor valor da agua para estes estagios finais.
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Figura 6.25: Mensal periédico e mensal de 120 estagios: Vertimento
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Figura 6.26: Mensal periédico e mensal de 120 estagios: Geracao Térmica
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Figura 6.27: Mensal periddico e mensal de 120 estagios: Geracao Hidraulica
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Figura 6.29: Mensal periddico e mensal de 120 estagios: Energia Armazenada
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7 Resultados

Nesta se¢do, continuamos apresentando os resultados da aplicagdo da metodologia de horizonte
infinito em problemas de otimizagao estocastica para o planejamento da operacdo. Primeiro, iremos
descrever os casos selecionados, e, a seguir, apresentar as andlises em cada grupo.

7.1 Casos de estudo

Os problemas que estudamos sao referentes ao planejamento da operacdo energética de médio
prazo. Com relacdo aos j& vistos na segdo [6] os casos serdo mais realistas e, com isto, mais
complexos. Assim, se antes consideramos um tnico mercado — ignorando restri¢cées de transmissao
— e um unico Reservatério Equivalente de Energia (REE) — ignorando as restrigdes individuais de
capacidade de armazenamento e geracdo —, aqui iremos tratar de problemas com quatro variaveis
de estado, correspondentes aos quatro REEs tradicionais: Sudeste, Sul, Nordeste e Norte. Esta
separacao também nos permite tratar dos 4 submercados, associados as regides de cada Reservatorio
Equivalente, e com isto incorporando também as restrigoes de transmissao entre as regioes.
Nossas anélises se dividem em dois grupos:

1. Comparagao do modelo peridédico com o nao periddico: usaremos um problema neutro a risco,
com estagios mensais, e comparamos um problema formulado com horizonte periédico e um
problema formulado com 120 estagios. Aqui, o objetivo é avaliar a convergéncia de ambos
os modelos para um regime estacionario, e estudar os efeitos de bordo presentes no caso do
modelo de horizonte finito.

2. Modelos com aversao ao risco. O objetivo principal destes casos sera averiguar como a inclusao
de aversdo a risco, através da mudanca da funcio objetivo, substituindo a média dos custos
pelo CVaR aninhado, ird afetar o estado estacionario e a politica de operacao do sistema.

3. Modelos periédicos com diferentes horizontes de calculo da etapa forward, para observar o im-
pacto do comprimento dos cenarios forward gerados na qualidade da solucao e na aproximacao
das fungoes de custo futuro.

7.2 Comparagao peridodico e nao-peridédico

J4 vimos na secao [6] que o modelo periédico era mais consistente em sua operagao ao longo dos
meses, tendo uma maior estabilidade do despacho térmico, apesar de os regimes de longo prazo nao
serem marcadamente diferentes.

A tabela [0] recapitula, por conveniéncia, as principais caracteristicas dos modelos utilizados,
agora para estes casos mensais. Por simplicidade, apresentamos os valores agregados nos subsiste-
mas, para dois meses bastante diferentes: Fevereiro (tipico da estagdo quente e imida), e Agosto
(tipico da estacdo amena e seca). Notamos que a demanda nao é significativamente diferente entre
os meses, flutuando na ordem de 10%, enquanto que a afluéncia possui uma variagao sazonal bas-
tante significativa, o que reforca o papel fundamental que o armazenamento tera para a solucao.

Veremos nesta se¢cdo como o sistema se comporta ao levar em conta
1. os limites de armazenamento independentes dos reservatérios;

2. os limites de transmissao entre subsistemas.
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Pardmetro Valores (MWmés)
Energia Armazenada méaxima 291.579,1
Geragao Hidraulica maxima 78.785,2
Geragao Térmica maxima 23.323,0
Geracao Térmica minima 6.386,6
Fevereiro  Agosto
Demanda de energia 71.469 64.210
Energia Afluente média 95.458,3 33.628,5
Energia Afluente maxima 154.780.4 69.749,3
Energia Afluente minima 42.287,0 19.708,4

Tabela 6: Principais caracteristicas dos modelos tratados

Comegamos, portanto, com as curvas de armazenamento ao longo do tempo, na figura [7.1

A primeira observacao é que ambos os modelos, tanto periédico como nao-periédico, tém uma
tendéncia para armazenar mais a partir da condigao inicial dada. Isto pode ser observado de
forma muito clara no grafico com as médias anuais da figura que reduzem a variacdo sazonal
do armazenamento, e permitem observar a tendéncia do sistema. Também podemos notar que o
modelo periédico tem uma maior tendéncia ao armazenamento, que desde o primeiro ano ja se
mostra visivel na operacao.

A outra grande diferenca, também esperada, se refere aos efeitos ditos “de bordo”, especialmente
na comparacao entre o modelo periédico com o nao-peridédico. De fato, se podemos observar em
ambos os modelos uma tendéncia de armazenamento ao longo dos seis primeiros anos, o modelo
nao-periddico, por possuir um horizonte finito, também ja comeca a esvaziar os reservatorios nos
ultimos anos do periodo planejado. Aqui, valem duas observacdes. Em primeiro lugar, o modelo
periddico, apds uma subida inicial rapida, continua na direcao de maior armazenamento bem além
do quinto ano, o que sugere que este levara mais do que este tempo para atingir de fato um regime
estaciondrio. Em seguida, no modelo de 120 estagios, mesmo apresentando um certo “patamar” nos
anos 5, 6 e 7, a curva de energia armazenada tem a forma de uma parabola, que é consistente com
nao atingir o estado estacionario. Mais ainda, ao levar em considerac¢do os resultados do modelo
periédico, que visivelmente ndo esta estavel ao final do 7 ano, é bem razoavel imaginar que o modelo
de horizonte finito também n&o atingiu, ainda, o regime estacionario.

Vale notar que é comum desprezar alguns anos, tipicamente os ultimos cinco, da analise de
operagao, ja que a decisdo implicita ali ndo serd tomada, e que estes tltimos anos estao representados
no modelo apenas para afastar o final do horizonte da operacao, e com isto reduzir o impacto deste
na decisao presente. Este nosso estudo sugere que este periodo de cinco anos pode ainda estar muito
curto, ja que um eventual “regime estacionario”, que seria aquele obtido pelo modelo de horizonte
infinito, parece demorar mais para se estabelecer. Ademais, também vemos que a politica de
armazenamento indicada pelo modelo de horizonte finito é diferente daquela obtida pelo horizonte
periodico, apontando para uma menor necessidade de armazenamento.

Vejamos como se comporta a geracdo térmica para ambos estes regimes, como ilustrado na
figura

Novamente, os dois modelos dao resultados muito semelhantes ao longo dos 5 primeiros anos,
mas uma anéalise um pouco mais cuidadosa revela diferencas interessantes. A primeira, talvez mais
significativa, e que nao era tdo notavel no caso da energia armazenada, é quanto a geragao térmica
ao longo do primeiro ano, como vemos na figura De fato, podemos notar que o modelo
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Figura 7.1: Comparativo Energia Armazenada

peridédico serd muito mais conservador, com um despacho térmico consistentemente maior ao longo
de todos os meses do primeiro ano - salvo o ultimo. A diferenca de escala entre a geragao térmica
e a energia armazenada, praticamente de uma ordem de grandeza, faz que agora possamos notar
melhor o impacto do modelo periédico na decisao.

Em seguida, notamos que o modelo periédico, de acordo com o que esperdvamos dos resultados
para a energia armazenada, ird ter um maior despacho térmico, ao longo de todos os anos da
operacao, vide a figura Isso é bastante claro no primeiro ano, em que ha um grande esforgo
de armazenamento, e também ao longo dos outros anos iniciais, mesmo que a diferenca seja menor.
Naturalmente, nos ultimos anos o modelo de horizonte finito serd bastante mais relaxado, com
geracdo térmica significativamente menor, mas esta decisdo ndo sera efetivamente implementada.

Enfim, notamos que, apds algum tempo de operacio, com o sistema ja com maior energia
armazenada e estabilizado, o modelo periddico serd mais capaz de distribuir a geracao térmica ao
longo dos meses do ano. Assim, notamos na figura que a geracao térmica varia muito menos
no caso periédico do que no caso com 120 estagios. Podemos interpretar este resultado como uma
maior dificuldade de o modelo nao-peridédico capturar corretamente a flutuacdo dos reservatoérios,
e que, ao transicionar das estagdes imidas para as secas, ele se deixa de ser “confiante” e passa a
ser “conservador”, cruzando a geragao térmica entre Maio e Junho.

Estas diferencas se refletem no custo de operacdo, onde podemos comparar as politicas empre-
gadas de acordo com o préprio critério que estabelecemos. Na figura [7.3] apresentamos os gréaficos
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Figura 7.2: Comparativo Geragao Térmica

analogos aos que ja vimos anteriormente.

O mais notavel é que a politica dada pelo modelo de horizonte peridédico tem uma performance
muito melhor. Em particular, exceto no primeiro e no ultimo ano, o modelo peridédico é mais
econdmico do que o modelo de horizonte finito. Este resultado é devido a uma melhor distribuicao
da geracao térmica, como vimos nas figuras anteriores, e que resulta em menores variagoes de custo
ao longo dos anos, que vemos nas figuras e[7.3d] Aqui, a ndo-linearidade dos custos de geragao
térmica é evidente, e muito melhor explorada pelo modelo periédico: ao reduzir os picos de geracao
térmica, o sistema ird incorrer menos vezes em custos elevados, enquanto que um acréscimo da
geragdo térmica nos meses mais imidos terd um custo total menor. Assim, vemos que, mesmo
usando uma mator geracao térmica ao longo do ano, o modelo de horizonte peridédico terda um
menor custo total.

Resta analisar os casos dos “anos extremos”, o primeiro e o ultimo. Ambos sdo relativamente
simples de explicar: o primeiro ano é onde havera o maior esfor¢co para aumento da energia arma-
zenada, e dai o modelo periédico estd ainda muito perto da condicao inicial, e ainda nao terd a
oportunidade de compensar geragao térmica entre meses, como ja acontecera a partir do segundo
ano. J4 o ultimo ano é, novamente, um efeito de bordo: o modelo de horizonte finito, por ndo enxer-
gar valor para o armazenamento no final do horizonte, ira realizar muito menos geracao térmica ao
esvaziar os reservatorios, e com isto efetuard uma operacdo bem mais barata. Naturalmente, este
altimo ano “mais barato” nunca sera de fato computado a favor do modelo de horizonte infinito, ja
que a politica realmente implementada neste ponto do tempo serd recalculada com um horizonte
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Figura 7.3: Comparativo Custo de operagao

maior.

Finalmente, a figura [7.4) mostra a ocorréncia de deficit para ambos os modelos.

Mais uma vez, o modelo periédico se destaca em relagdo ao modelo de horizonte finito. Além
de uma reducao nitida do déficit — ja esperada, a este momento, pelo maior armazenamento nos
reservatorios e pela melhor distribuicdo da geracdo térmica — notamos que o modelo periédico
sitnaliza a ocorréncia de déficit com mais antecedéncia do que o modelo de horizonte finito. Assim,
vemos na figura que o déficit deixa de ser nulo no més de Junho, para o modelo periédico,
enquanto o modelo de horizonte finito ird demorar até Setembro para ter deficit. Poder-se-ia esperar
que esta decisao fosse baseada em uma menor quantidade de deficit global, mas mesmo no primeiro
ano, ao aguardar tanto para indicar o deficit, o modelo de horizonte finito acaba caindo numa
armadilha e, nos ltimos dois meses do periodo de planejamento, tera tanto corte de carga como o
modelo periédico, que o distribuiu ao longo dos meses.

Dai em diante, é uma vitéria inconteste do modelo peridédico: ele ira incorrer em muito menos
deficit ao longo do periodo de planejamento, com uma sinalizagdo antecipada, menos corte de carga
total e, principalmente, menos corte de carga nos meses mais criticos.
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7.3 Comparagao com aversao ao risco

Veremos, nesta se¢do, como a inclusdao da aversdo ao risco altera a solugao dos modelos peridédicos.
Ao incluir uma medida de risco na funcao objetivo, estamos privilegiando solugdes mais caras, em
média, contanto que tenham menos variabilidade dos custos. Assim, também esperamos:

o reduzir os picos de geracao térmica e deficit, responsaveis pelos picos de custo;
e um maior armazenamento, em média, para acomodar essas flutuagoes;
e um maior despacho térmico, também em média.

De fato, tudo isto serd observado.

Os pardmetros de aversdo ao risco utilizados foram, respectivamente, de 25% para a cauda do
CVaR, e 35% para o peso do CVaR na medida de risco; os outros 65% sao dados pela média do
custo, para efetuar uma politica que ainda leva em conta os cenarios mais favoraveis.

Comecemos pelo custo, que é a quantidade que foi alterada na fungdo objetivo.

Notamos, na figura [7.5, que o desvio padrdao, més a més, do modelo neutro a risco é muito
maior do que o do modelo com CVaR. Em praticamente todos os meses, exceto pelo primeiro ano,
o desvio padrao do modelo periédico é maior do que o custo médio do modelo com CVaR. Mais
ainda, esta diferenca se torna gritante nos meses mais caros, onde o desvio padrdo fica mais de
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Figura 7.5: Comparativo Custo de operagao

trés vezes maior do que os custos médios. Por outro lado, o desvio padrao do modelo com CVaR
¢é praticamente sempre menor do que o custo médio correspondente, e as vezes também menor do
que o custo do modelo neutro a risco.

Naturalmente, o custo médio para o modelo com CVaR é maior, como podemos ver no gréfico
anualizado da figura Se no inicio este é mais do que o dobro, ao final dos dez anos, que ja esta
mais préximo do regime estaciondrio, este é apenas em torno de um terco a mais. E, neste ponto,
o desvio padrao dos gastos anuais fica nitidamente menor do que os custos médios, tanto no caso
avesso ao risco como no caso risco neutro, enquanto que o desvio padrao para a operacdo neutra a
risco é maior do que o dobro do custo médio de operacao do caso avesso ao risco.

Esta reducéo de custos extremos é naturalmente reflexo de uma reducao do deficit, como po-
demos observar na figura Aqui, notamos que tanto a média como o desvio padrao do deficit
serdao reduzidos para a operacdo avessa a risco. Isto faz bastante sentido, pois a ocorréncia de
corte de carga ja é em si um evento raro, e que justamente é correlacionado aos maiores custos
operativos. Assim, ao reduzir a variabilidade dos custos, e, principalmente, a ocorréncia de altos
custos, o modelo avesso ao risco também resulta em menor ocorréncia de deficit.

Passemos & energia armazenada, cujos graficos podemos ver na figura [7.7]

Aqui, mais uma vez vemos que o modelo de horizonte periédico necessita de um grande tempo
de operacao para atingir um estado estacionario: é nitido que hé ainda aumento da energia arma-
zenada nos reservatoérios, para além do sexto ano. Também é interessante notar que ha uma menor
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variabilidade desta energia armazenada. Além da propria natureza da operacdo, vale notar que a
energia armazenada estd j4 bem mais préxima do seu maximo (um pouco superior a 290 GWmés), e
que portanto ela também tem menor capacidade de flutuacdo. Enfim, e como esperado, a tendéncia
de crescimento da energia armazenada é ainda mais acelerada no modelo avesso ao risco do que no
modelo neutro a risco. Isso se reflete até nos graficos mensais; no primeiro ano, visto na figura
é visivel o aumento da diferenca das energias armazenadas.

Enfim, podemos ver na figura que o modelo avesso ao risco de fato terd uma maior geragao
térmica consistentemente superior a geragdo térmica do modelo neutro a risco. O inicio é muito
diferente, ja que a condicdo inicial do sistema estd bastante distante do desejado, o que implica em
um despacho bem maior de usinas térmicas. Mas, a partir do sexto ano, em que o sistema ja estd
bem mais proximo de um eventual regime estaciondrio, a diferenga é bem menor.
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7.4 Comparagao entre subsistemas

Nesta secfo, veremos como a separacao dos subsistemas afeta a operagao.

Vamos analisar, primeiramente, a energia armazenada, comparando os modelos periédico e nao-
periédico. Se, na figura [7.1], o comportamento agregado da energia armazenada nos quatro REEs
¢é bastante suave, vemos que, ao desagregar em subsistemas o modelo de horizonte finito se mostra
muito mais instével, como observamos na figura[7.9] Por exemplo, notamos oscilagdes muito grandes
no subsistema 2, correspondente ao REE Sul, que tem um regime de afluéncias bastante atipico.
Estas oscilagdes ndo aparecem no modelo periédico, que naturalmente possui uma politica muito
mais consistente ao longo dos diferentes anos de operagdo. Uma outra observagao interessante é a
saturagao do subsistema 4, correspondente ao REE Norte, que tem um regime de afluéncias bem
extremo, e com pouca capacidade de armazenamento. Neste, nem ¢é possivel notar uma diferenca
significativa da operagdo entre os modelos peridédico e de horizonte finito, enquanto que nos outros
dois reservatorios (1 e 3, respectivamente Sudeste e Sul), que também séo os maiores, é nitido que
o modelo periédico estd promovendo mais armazenamento.
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Figura 7.9: Comparativo Energia Armazenada

Enfim, vemos a geracao térmica separada por subsistema na figura [7.9) onde também incluimos
0 caso avesso ao risco. Aqui, o comportamento é muito similar ao agregado: o peridédico tem mais
geracao térmica do que o de horizonte finito, e 0 caso avesso ao risco mais ainda. Também notamos
que, no primeiro ano, o efeito da sazonalidade é praticamente nulo para os subsistemas 1 e 2, que
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estdo em franca subida de armazenamento, mas que esta sazonalidade vai se estabelecendo até
estabilizar mais a frente.
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7.5 Construcao de cortes e etapa forward

Como vimos na sec¢ao [3.3.1] é necessario realizar etapas forward bastante grandes para garantir
a convergéncia do algoritmo de PDDE. De fato, s6 assim poderemos garantir que o algoritmo ird
visitar todos os possiveis estados e, com isto, realizar os cortes correspondentes que permitiram
aproximar corretamente a funcdo de custo futuro para estes estados.

Nesta se¢ao, veremos como a realizacio de etapas forward reduzidas ird impactar negativamente
a solucado, tanto do ponto de vista do calculo das fungdes de custo futuro como através das politicas
implementadas. Para tal, destacaremos trés casos, a partir do modelo de 4REEs que tratamos
nesta secao:

1. O caso base tera forwards de tamanho aleatério, e com isto poderd realizar simulacoes de
comprimento bastante grande; ele designado como “Peridédico” a seguir;

2. O segundo caso terd forwards de tamanho 12, visitando portanto apenas uma vez cada estagio;
por esta visao limitada dos cendrios futuros, chamamos este caso de “Miope”;

3. O terceiro caso, designado como “Semi-Miope”, terd forwards de tamanho 13, e com isto
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revisitara o primeiro estagio partindo da condicao final do estagio 12, e ndo apenas a partir
da condicao inicial do problema.

Vale notar que todos os trés modelos usam uma formulacdo periodica do problema de planejamento
da operagao, e portanto que a funcdo de custo futuro calculada no estigio 1 serd usada, apds
desconto, ao final do estagio 12. A tunica diferenca entre eles serd o comprimento das etapas
forward realizadas a cada iteragao, que resultardo em diferentes locais para o célculo dos cortes.

Para que a comparacao seja justa, todos os modelos realizaram o mesmo nimero de cortes ao
todo. Isto também corresponde a, essencialmente, o mesmo tempo de solugdo para cada um dos
casos, ja que a maior parte do tempo é passada na solugao dos PLs.

Vejamos, para comegar, o comportamento da energia armazenada para cada um destes métodos
de célculo das FCFs, na figura [7.11]
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Figura 7.11: Comparativo Energia Armazenada

A grande diferenca aparece entre o modelo Miope e os outros dois, o Periddico e o Semi-Miope.
Vemos que, mesmo que ao longo do primeiro ano a diferenca seja bem pequena, esta aumenta de
forma dramatica ao longo dos anos seguintes, convergindo para um patamar radicalmente diferente
de energia armazenada, se comparado com o nivel atingido pelos outros dois modelos. Uma con-
sequéncia deste maior nivel de armazenamento é que o modelo Miope também inicia mais distante
do seu nivel “alvo”, correspondente a um estado estacionario mais cheio, e portanto demora mais
para estabilizar o armazenamento médio.
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Apesar de esta ser de fato a diferenga mais importante, também vale notar que o modelo Semi-
Miope, mesmo nao sendo tao extremo como o modelo Miope, também terd o estado estacionario
mais alto, divergindo progressivamente do caso Periédico. De forma geral, a adicdo de um estédgio a
mais durante a etapa forward ja reduz de forma significativa a diferenga que vimos do caso Miope
para o caso Periédico.

Este comportamento é compativel com o que veremos na geragdo térmica, apresentada na
figura [7.12]
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Como esperado, a geracao térmica sera bem maior para o modelo Miope, o que ird permitir um
maior nivel de armazenamento médio, se comparado com os outros dois modelos. Novamente, o
modelo Semi-Miope terd efeitos similares, mas reduzidos, se comparado com o modelo Miope.

Entretanto, aqui vemos algo além do observado nas energias armazenadas: ao longo do primeiro
ano, a diferenca de geragdo térmica entre o caso Miope e o Periddico é menor do que nos anos
seguintes, e se da de forma aproximadamente igualmente distribuida ao longo dos 12 meses. No
quinto ano, ja mais préximo do regime estacionario, a diferenga de geragdo térmica estd muito mais
concentrada nos dois primeiros meses, e no ultimo més. Ja o modelo Semi-Miope também usa mais
energia térmica nos “extremos”, mas tem um uso levemente inferior nos meses timidos.

Naturalmente, essa diferenca de despacho também se reflete nos custos da operacao, que pode-
mos ver na figura [7.13] Aqui, tanto a diferenca de custos ao longo de todo o primeiro ano, bem
como a diferenca nos meses de Fevereiro a Setembro, é bastante reduzida. Além disso, o modelo
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Semi-Miope acaba sendo até menos caro do que o modelo Periédico ao longo dos anos finais, mesmo
que esta diferenca seja bastante pequena. Ainda assim, vale notar a radical diferenca de custos do
modelo Miope para os outros dois, e que portanto podemos atribuir, principalmente, aos maiores
custos nos meses de Outubro a Janeiro, que também sdo os picos de geracao térmica e déficit.

Custo Operacional - Todos os anos Custo Operacional - Ano a Ano

Modelo
6.0x10° =3 Periddico
[ Miope 3750x10°
3 Semi Miope =3 semi Miope

5.0x10° 3.500x10°

3250x10°

dia

©
4.0x10° 3
=

Mé«
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Média Ano

(a) 120 estagios (b) Médias anuais
Custo Operacional - Primeiro ano Custo Operacional - Quinto ano
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(¢) Primeiro ano (d) Quinto ano

Figura 7.13: Comparativo Custo de Operacao

Esta diferenca de politica, em que o modelo miope busca armazenamentos mais altos, pode ser
compreendida ao analisar as fun¢des de custo futuro construidas em cada um dos casos. Como
estas fungoes dependem de quatro varidveis de armazenamento, é impossivel realizar um grafico
que as representem diretamente; para ainda assim fazermos uma andlise, utilizaremos os graficos
das envoltdrias superior e inferior destas fungoes, como apresentadas na secao [A] Estas envoltérias
serdo projecoes do grafico da fungdo de custo futuro, permitindo uma andlise visual das mesmas;
vale observar que a envoltéria inferior é convexa por construgio, mas a superior, por sua natureza
de “achatar varidveis”, nao serd nem convexa nem concava.

No nosso caso, as envoltérias serdao construidas de acordo com a energia armazenada total dos
quatro REEs. Assim, a envoltéria inferior corresponde ao menor custo para este armazenamento
total (ou seja, a “melhor” distribuigdo entre os reservatérios), enquanto que a envoltéria superior
corresponde ao maior custo (e, analogamente, & “pior” distribuicao da energia).

Vejamos, primeiramente, a diferenca na fungdo de custo futuro do primeiro més de calculo da
politica, ou seja, Novembro. Aqui, vale lembrar que o modelo Periédico terd realizado cortes em
diferentes estados, pois este tera feito forwards de tamanho bastante grandes, e com isto terd a
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possibilidade de explorar tanto armazenamentos mais altos como armazenamentos mais baixos ao
final da estag@o seca. Por outro lado, o modelo Miope ird apenas ter os cortes correspondentes a
condicdo inicial, e portanto sempre muito préximos. Ja o modelo Semi-Miope, mesmo visitando
mais cendrios, terd apenas o “tempo” de um ano para atingir um outro estado de armazenamento,
e portanto ja terd cortes em regides mais diversas, mas ainda assim provavelmente sem cobrir todo
o espectro de possibilidades.

Para ter uma ideia desta diferenca, apresentamos na figura o grafico de violinos para
o armazenamento total ao final de Novembro, ao longo dos dez anos de simulagdo do modelo
periédico.

Energia Armazenada - Més de Novembro

2.00x10°}

1.50%x10°}

1.00x10°}

Média (% de Volmax)

5.00x10%} .

2 4 6 8 10

Figura 7.14: Distribui¢do da Energia Armazenada em Novembro, simula¢gdo num horizonte de 10
anos

Agora, vejamos o grafico das envoltérias das fungoes de custo futuro na figura [7.15

Aqui, novamente, vemos uma grande diferenca qualitativa entre as fun¢des de custo futuro do
caso Periédico e do caso Semi-Miope para o caso Miope. De fato, a funcdo no caso Miope tem
uma, forma muito mais simples, indicando que de fato ela tem cortes muito proximos, enquanto que
as outras duas apresentam uma variagdo mais significativa perto dos volumes armazenados mais
baixos, refletindo que, especialmente quando hé pouco recurso, é especialmente importante que este
esteja “bem distribuido” para que os custos ndo fiquem maiores ainda.

Mas esta nao é a maior diferenca, nem a mais relevante para explicar os comportamentos vis-
tos nos graficos anteriores. De fato, é importante notar que o caso Miope atribui custo zero para
armazenamentos suficientemente altos, e, de forma complementar, a derivada sendo praticamente
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Fungédo de custo futuro do estégio 1
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Figura 7.15: Comparagao das envoltérias das Fungoes de Custo Futuro do primeiro més, Novembro,
para diferentes comprimentos da etapa Forward

constante, também da um valor da dgua praticamente constante ao longo de todo o resto do arma-
zenamento. Isto tem dois efeitos: primeiramente, o esforco neste més para “encher o reservatoério”
serd bem maior, pois corresponde a um custo marginal que sé seré igualado nos outros casos quando
o armazenamento estiver por volta de 20%. Em segundo lugar, também nao hé incentivo para ar-
mazenar acima de 85% da energia armazenada méxima, ja que para este caso o valor da dgua é
nulo. Como este més corresponde ao final da estacdo seca, em que o reservatorio estard em geral
mais vazio, o efeito dominante é o primeiro.

Isto explica, como vimos, o gasto significativamente maior dedicado & geracdo térmica neste
meés, e a correspondente maior energia armazenada que se acumula ao longo dos anos da simulacao.

Ja o caso Semi-Miope néo tem estes efeitos de forma tdo pronunciada. Primeiramente, o valor
da agua ird, de fato, decair paulatinamente conforme a energia armazenada aumenta, sem chegar
a zero em momento nenhum. E, mesmo que haja uma diferenca de valores em termos absolutos,
0 que importa para a decisdo de operagdo é justamente o valor da dgua informado pela funcao
de custo futuro. Assim, estas sdo bastante similares, a menos de uma pequena defasagem, até
praticamente a metade do valor de energia armazenada, quando o modelo Semi-Miope comega a
ficar mais defasado. Novamente, uma queda mais forte da fungdo de custo futuro representa um
valor da Adgua maior por mais tempo, o que, mesmo que nao seja tao enfatico como no caso do
modelo Miope, também explica um armazenamento e uso de geracdo térmica maiores.

Podemos contrastar também as fung¢oes de custo futuro do estédgio 12. Vale notar que, como
todos os modelos sdo periddicos, todos eles irdo utilizar a funcao de custo futuro do estdgio 1 como
a do estdgio 13, conveniementemente descontada, e portanto a fungdo que acabamos de analisar
terd um impacto na construcdo da funcao de custo futuro do estagio 12. As trés funcgdes, com a
mesma convengao, podem ser vistas na figura [7.16]

Aqui, apds 12 estagios, e ao final da estacdo seca do primeiro ano, vemos que todas as fungoes
indicam custos com bastante variacdo para um baixo armazenamento, o que é coerente com o
esperado. Também podemos ver que o modelo Miope ainda atribui custo zero para armzenamentos

7.5 Construcao de cortes e etapa forward Versao 1.0



Horizonte Periédico — Relatério final 88/ Im

Fungéo de custo futuro do estagio 12
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Figura 7.16: Comparagao das envoltérias das Fungdes de Custo Futuro do décimo segundo més,
Outubro, para diferentes comprimentos da etapa Forward

muito grandes, e que de 40% a 80%, aproximadamente, o modelo ainda serd bastante linear. Isso
mais uma vez se explica porque a solucdo do problema inicia de um estado de armazenamento
relativamente baixo, e portanto, ao final da estacdo seca, é esperado que haja apenas estados
também baixos visitados.

Ja o modelo Semi-Miope, que ndo visita mais de uma vez este ultimo estégio, ird também ter os
cortes essencialmente dados nesta mesma regido de baixo armazenamento, mas, por ja contar com
uma estimativa melhor dos custos do que seria o estagio 13, ndo tem uma inclinacao tao acentuada
para os cortes que estardo ativos no caso de alto armazenamento. O modelo Periédico, por sua
vez, tem a oportunidade de passar diversas vezes no ultimo estagio, e com isto tem a possibilidade
de gerar séries positivas de longa duracdo, o que permitird chegar, algumas poucas vezes, em
estados de maior armazenamento, mesmo que seja o final da estagdo seca. Isto faz que haja uma
leve curvatura nesta regiao, correspondente a um valor da dgua paulatinamente decrescente com o
armazenamento, o que é muito mais consistente.
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8 Conclusao

Neste projeto, apresentamos tanto a formulacao de problemas periddicos de otimizagao estocastica,
como as modificacGes na PDDE para resolvé-los, e uma caracterizacao do ponto de vista tedrico das
solucoes. Em seguida, exploramos diversos casos de estudo, ressaltando as vantagens da aplicacao
desta metodologia ao problema de planejamento da operacao.

A mudanca fundamental no caso periddico é utilizar cortes nao apenas de um estdgio para
um anterior, mas também para um estdgio futuro. KEsta alteracdo permite, ao mesmo tempo,
capturar a estrutura peridédica do problema e traduzir a informacao de um horizonte infinito em
um numero finito de funcgdes de custo futuro. Com isto, também aumentamos a possibilidade de
compartilhamento de cortes, o que acelera a convergéncia para a solucao.

Mais ainda, dada esta estrutura periddica e fixadas as func¢des de custo futuro ao final do
calculo da politica, podemos realizar simulagoes para estudar como isto se reflete no planejamento
da operagdo. Em teoria, sabemos que as trajetorias simuladas correspondem a uma cadeia de
Markov; em geral, estas podem possuir diversas distribuicoes estacionarias, mas é razoavel esperar
que, em muitos casos, esta distribuicdo seja tnica e, ademais, que independentemente das condicoes
iniciais o sistema convirja para esta distribuicao.

Assim, a partir do prot6tipo na biblioteca DisjHTPlan, modelamos alguns problemas de pla-
nejamento da operagao, com periodos 1 (anual), 2 (semestral) e 12 (mensal). Pudemos observar
que em todos os casos de estudo a energia armazenada convergiu a um estado estacionario, apés
um ndmero varidvel de estdgios segundo cada caso, conforme observado nos graficos das segoes []
e[7l Nos casos de periodo 2 e 12, observamos que os armazenamentos apresentaram uma “oscilacao
natural”, revelando a convergéncia para o estado estacionario. Esta convergéncia também foi ve-
rificada pelos testes de Kolmogorov-Smirnov, que quantificaram, estatisticamente, a proximidade
das distribui¢bes de probabilidade de energia armazenada ao longo dos diferentes estagios.

Também pudemos comparar outras variaveis de interesse das simulagoes, como deficit, geracao
térmica e hidroelétrica, entre outras. Mesmo que estas nem sempre levem o mesmo nimero de pe-
riodos para convergir, este sempre foi, no maximo, igual ao tempo que levou a energia armazenada.
Pudemos observar alguns casos, especialmente para a geracdo térmica, onde esta se estabilizou
antes da convergéncia da energia armazenada.

Além de modelos neutros a risco, também apresentamos resultados para modelos com aversio
ao risco, e analisamos as principais diferencas que esta mudanca na fungao objetivo acarreta, tanto
para o regime estacionario, como para a politica de operagdo e os custos decorrentes. Com isto,
o modelo se torna bastante mais conservador, aumentando significativamente o armazenamento,
e incorrendo em aproximadamente um tergo a mais de custo operativo. Isso se reflete em uma
reducdo significativa da variabilidade da operagao, que, ja proximo do regime estacionario, fica em
torno de 30% da variabilidade do modelo neutro a risco.

8.1 Propriedades do modelo periédico

Um dos casos estudados diz respeito a mudanga das condi¢Oes iniciais, tanto para a simulacao como
para o préprio cdlculo da politica, e das fungoes de custo futuro, feito na se¢ao[6.2.2] Ainda que seja
um exemplo em dimensdo um, ele ilustra de forma bastante clara que as func¢des de custo futuro
estimadas em cada um dos casos sdo, essencialmente, as mesmas. Isso é bastante coerente com a
prépria no¢ao de funcdo de custo futuro, pois ela deve depender apenas do estado do sistema, e
nao da condicdo inicial que foi usada para a simulacdo. Naturalmente, é relevante que as funcoes
de custo futuro estejam bem-aproximadas na vizinhanga dos pontos onde elas serdo utilizadas, mas
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esta metodologia traz, de forma intrinseca e sem custo adicional perceptivel, a possibilidade de
construir boas aproximacoes das fungdes de custo futuro.

Nesta mesma linha, os casos de estudo da secao também enfatizam a necessidade de bem
aproximar as fun¢oes de custo futuro. Ao alterar o tamanho das etapas forward, mantendo idéntica
a quantidade de cortes, vimos que é importante que estes sejam feitos em todos os estados possiveis
de armazenamento, pois caso contrario, mesmo usando um modelo periddico, estas fungoes irdo
carregar uma informacdo incompleta. Dai, mesmo que o modelo pareca convergir, a operacao
resultante sera significativamente desfavoravel.

Uma outra mudanca interessante que podemos ver a partir dos casos estudados é o efeito das
restri¢oes de armazenamento e transmissao, comparando o modelo totalmente agregado da se¢ao[6.4]
com o modelo de 4REEs da secdo [7, ambos no caso neutro a risco. Mesmo que os reservatérios
ainda amortegam as variagdes de afluéncia, o modelo de 4REEs nao consegue mais operar em um
regime “essencialmente constante” de geracao térmica ao longo do ano.

8.2 Comparagao com modelos de horizonte finito

Também analisamos o comportamento das solugoes obtidas pelos modelos periddicos, comparando
com as solugdes dos modelos de horizonte finito. Como este ultimo é afetado pelo efeito de final do
horizonte, muitas vezes ele ndo possui nem dois periodos para os quais as distribui¢cbes da energia
armazenada estejam proximas. Naturalmente, isso também se reflete em outras variaveis de decisao,
que também nao apresentam um padrao tao regular de convergéncia como visto no caso periédico.

Por causa disto, o modelo periédico apresentou maior regularidade de operagao, tanto nos casos
simples da secao [6] como nos mais préximos do modelo do setor, da se¢ao[7} Isto pode ser destacado
com uma gestao mais adaptada dos recursos, que distribui de forma mais homogénea a geracao
térmica ao longo do ano, e com isto reduz a necessidade de uso de unidades com maior CVU em
periodos de escassez, especialmente ao final da estacio seca e inicio da estagdo imida. A resultante
é que, mesmo que o uso total de geracdo térmica seja maior no modelo peridédico, como vimos
na figura ao se considerar a nao-linearidade dos custos de geracao térmica, a operagdo que
concentra mais geracdo no final da estagao seca, obtida através do modelo de 120 estagios, se revela
significativamente mais dispendiosa, o que observamos tanto no agregado anual como mensal da
figura 7.3

Outra observagao interessante é que a operacao ja se revela diferente no primeiro ano e, de fato,
ja desde o primeiro més, com uma tendéncia de maior geracdo térmica para o regime periddico,
levando a um maior nivel de armazenamento. Mesmo esta sendo uma pequena diferenca, ao se
acumular ao longo de alguns anos de operacdo, podemos notar que o sistema chegara a estados
diferentes de armazenamento, e com diferentes capacidades de amortecer o impacto das incertezas.

Enfim, vale notar que estes estudos ji indicam que o ntmero de estagios necessarios para
“neutralizar” o efeito de bordo causado pelo final de horizonte é superior ao equivalente de 7 anos.
De fato, se partindo de uma condicdo inicial fixa, o modelo de horizonte periédico leva mais do
que este tempo para estar, estatisticamente, préximo do estado estacionario, por simetria, o efeito
de final de horizonte também sé podera ser estatisticamente desconsiderado se houver mais do que
este intervalo de tempo para o sistema “reverter a média”. Naturalmente, uma forma garantida de
evitar estes problemas, e obter uma operac¢ao mais consistente, é utilizar um modelo periédico ao
final do periodo de planejamento.
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8.3 Estabilidade numeérica

Os modelos mais completos da se¢ao [7] também apresentam maior dificuldade numérica para serem
resolvidos. Em parte por aumentar a dimensdo da varidavel de estado, em parte também pela
necessidade de um maior ntimero de cortes para representar as funcbes de custo futuro, e enfim
pela prépria natureza dos problemas, ao longo do algoritmo de PDDE os PLs que sao resolvidos se
tornam cada vez mais complexos e, com isto, mais sujeitos a erro numérico.

Ao resolver uma quantidade também muito grande de problemas de programacao linear, nao é
surpreendente que possa haver erros numéricos devido a precisao de célculo com ponto flutuante.
Na maior parte dos casos, é relativamente simples reinicializar o solver para que ele parta de um
ponto que seja melhor condicionado, mas, naturalmente, este procedimento pode levar a perda de
performance. Assim, um equilibrio foi obtido ao estabelecer um tempo méaximo para que o solver
convirja, e apenas reinicializar em caso de erro ou de limite de tempo. Vale notar que, ao manter
o estado solver, tiramos partido da possibilidade de partida a quente, ou seja, de uma inicializacao
proxima da solugdo 6tima, o que acelera de forma significativa as iteragoes, em especial a construcao
dos cortes durante a etapa backwards.

8.4 Trabalhos futuros

A primeira dire¢ao, do ponto de vista de modelagem do problema é continuar o desenvolvimento do
prototipo para que este possa lidar com modelos estocasticos mais complexos. De fato, para o caso
agregado, notamos que o modelo de energias afluentes independentes nao da resultados coerentes ao
mudarmos a escala de discretizagao do tempo, convergindo mais rapidamente ao estado estacionério,
essencialmente em 4 anos no caso mensal em vez de mais de 8 no caso anual.

A razdo que vemos para isto é que o modelo independente, para uma discretizagdo mensal, gera
anos de afluéncias muito menos extremas do que o modelo independente para uma discretizacao
anual. Assim, ao implementar modelos autorregressivos para a série de afluéncias, podemos obter
resultados mais consistentes para a incerteza utilizada e, com isto, também ter resultados mais
compativeis com discretizacoes distintas.

Enfim, e neste mesmo espirito, iremos estudar a possibilidade de incorporar modelos com di-
ferentes escalas temporais ao longo do horizonte de planejamento, para podermos generalizar a
aplicacao de modelos periddicos.

Na mesma linha, podemos ver o modelo independente como uma politica de operacao que tem
como entrada um ruido (ou perturbagao) que sempre segue a mesma distribui¢cdo. Ora, no caso
autorregressivo, ao partir de um estado conhecido, sera necessario primeiro que o préprio processo
estocastico das afluéncias convirja a sua distribuigdo estaciondria para que o processo das energias
armazenadas, dependente dele, possa convergir. Assim, é natural esperar que a convergéncia do
estado de armazenamento para o regime estacionario seja ainda mais lenta do que a observada neste
trabalho, e seria interessante quantificar este efeito.

Enfim, em uma dire¢do complementar, é natural considerar o impacto do fator de desconto 8
na solucdo do problema. Um valor de § mais préximo de um necessitaria, em teoria, simulacoes
forward mais longas, mas, como indicamos no final da secdo [3] poderia ndo ser necessario para
um problema especifico. De toda forma, ja hd uma discussdo em curso no setor elétrico sobre o
papel deste pardmetro e, mesmo que do ponto de vista matematico ele seja importante para a
convergéncia do problema aqui formulado, a sua interpretacdo econdémica e seu impacto na decisao
de planejamento também é importante de ser analisado.
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A Envoltérias da funcao de custo futuro

Uma das maiores dificuldades ao se comparar a solucdo de problemas de otimizacdo estocastica
multi-estagio através de algoritmos de decomposicao é poder comparar as diferentes fungoes de
custo futuro que sdo construidas ao longo do processo. A principal razao é que elas sdo objetos em
alta dimensao, e portanto qualquer representacao de ambas sera parcial. Nesta secdo, apresentamos
duas formas de construir uma visualizagao grafica das fungoes de custo futuro.

A.1 Envoltéria inferior

Considere uma funcao (convexa) descrita por cortes como habitual na PDDE:
Q(x) = max{a; - v + b;}.
(2
Também podemos representar Q como um problema de otimizacgao:

Q(x) = ming 6 (A.1)

s.a 6 >=a;-x+b; para todo 7.

Daqui, podemos introduzir um parametro y, de dimensao baixa (preferencialmente 1 ou 2), que
representard uma agrega¢do das variaveis originais . Um exemplo desta construgao é, por exemplo,
considerar y = Y, ; j, se as variaveis x; correspondem a diferentes energias armazenadas, e portanto
y representa o armazenamento total do sistema, fazendo abstracdo dos diferentes reservatérios
(equivalentes ou individuais).

Seguindo este exemplo, podemos definir

¢(y) = min, Q(z)

sa 2 rj=y
reX

onde X é o conjunto vidvel das varidveis de estado z. Como a funcio Q é conveza, e a restri¢io
que impusemos também, o problema resultante é convexo. Mais ainda, como a dependéncia deste
problema na varidvel y se dd apenas pela variagdo do lado direito, a prépria fun¢do ¢(y) assim
definida também serd convexa.

Gracas a representacao , que também é um problema de minimizacao, obtemos uma for-
mulacdo direta e explicita para o PL que permite calcular o minimo da funcdo 9 ao longo de
Zj T; =Y

¢(y) = mingy 0 (A.2)
s.a 6 >=a;-x+b; para todo i
Z]’ =Y
re X.

Retornando ao contexto do exemplo, a fungdo ¢(y) representa o minimo do custo futuro dado
que o armazenamento total seja igual a y. Em particular, o valor das varidveis z; encontrados ao
resolver o PL da a “melhor distribuicdo possivel” da energia armazenada nos reservatorios,
restrita ao armazenamento total ser y.

Observacao A.1. Naturalmente, este exemplo pode ser generalizado. Em primeiro lugar, qualquer
relacdo linear entre as varidveis x e y resulta em um problema convexo, e portanto computacional-
mente vidvel — ainda mais que assumimos o préprio calculo das fungoes de custo futuro dentro dos
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problemas de cada estagio da PDDE. Da mesma forma, podemos empregar qualquer representacao
conveza que tenhamos da fungdo Q(x) como um problema de minimizagdo: assim, poderiamos ter
desigualdades convexas mais gerais, e ndo apenas cortes lineares, para descrever .

Em segundo lugar, e de forma um pouco mais delicada, também poderiamos usar relacées nao-
lineares entre x e y. Por exemplo, uma relacdo da forma y = f(z), com f convexa, poderia ser
substituida pela restri¢ao convexa y = f(z), sob a condigio que a fun¢io Q(x) seja decrescente em
T e que f seja crescente em x.

A.2 Envoltéria superior

Naturalmente, dada uma agregagao f(z) = y, também podemos considerar o pior caso, ou seja,

U(y) = max, Q(x)

sa f(z) =y
rzeX.

Retomando a interpretagao de x como energia armazenada, esta situacdo corresponde a pior dis-
tribuicdo desta energia nos reservatorios disponiveis. Assim, ao calcular uma envoltéria inferior e
superior, temos como avaliar o impacto de ter um armazenamento melhor ou pior distribuido.

Para a envoltoria superior, no entanto, a situacio é mais complexa. O problema de maximizar
uma funcao convexa em um dominio convexo é teoricamente simples: o maximo é atingido em um
ponto extremo. Entretanto, o conjunto viavel

Xy =Xn{z| f(z)=y}

pode possuir muitos pontos extremos, o que dificulta uma solugdo computacional eficiente. Se,
ao contrario, nao desejarmos enumerar os pontos extremos, deveremos resolver um problema nao-
convexo.

Portanto, ha duas possibilidades. Se a dimensdo de x for baixa, e as restrigoes em X simples,
¢é possivel que haja poucos pontos extremos. Neste caso, enumeramos estes pontos extremos xzj de
Xy, e calculamos Q(z) para cada um deles, e tomamos o maximo.

Se a dimensio de X for alta, podemos utilizar a formulacdo de maximizacio de Q:

U(y) = IMaXgg;,z 291
sa f(z) =y
0; <a;-x+b;
0; < Qmin(1 — 2;)
Zzi =1
xe X,z e€{0,1},

onde @Quin € uma cota inferior para (), por exemplo a empregada para iniciar o algoritmo de PDDE.
Nesta formulagao, representamos cada corte por uma variavel 0; separada, e incluimos as variaveis
z;, bindrias, para representar a disjungao de que Q(x) serd igual a apenas um dos cortes. (No caso
em que mais de um corte esteja ativo, qualquer um deles d4 o mesmo valor para ;) Este é um
problema Inteiro-Misto, com tantas variaveis binarias como cortes.

B Cadeias de Markov

Nesta sec@o, buscamos apresentar de forma sucinta os principais aspectos da teoria de cadeias de
Markov em espaco de estados gerais. Nossa apresentagao é guiada pelas seguintes perguntas, que
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sao fundamentais no estudo de tal teoria, e que se relacionam intimamente com a nocgao de estados
estaciondrios e regimes periédicos, apresentadas na secao

1. Dada uma cadeia de Markov, quais sdo as condicOes necessarias e suficientes para que exista
uma distribuicdo de probabilidade estacionéria 77

2. Se a distribuicao existe, em quais condigoes ela é tnica?
3. Se a distribuicdo for unica, em quais condigoes a cadeia de Markov “converge” para ela?

A nocao de convergéncia para uma cadeia de Markov serd detalhada ao longo desta segédo, pois
necessitamos introduzir alguns conceitos antes de poder dar uma definicdo precisa da mesma.

Como uma boa quantidade de resultados obtidos para cadeias de Markov em espacos de estados
enumeraveis podem ser traduzidos para as cadeias de Markov em espacos de estado continuos, vamos
buscar, sempre que possivel, enunciar e provar os resultados para o caso enumeravel, e trabalhar
diretamente com o caso continuo quando for estritamente necessario.

B.1 Cadeias de Markov com espaco de estados discretos

O conceito fundamental na teoria das cadeia de Markov é o de probabilidades de transi¢do. Antes
de chegarmos a ele, precisamos de algumas defini¢bes associadas a teoria das matrizes.

Definigao B.1 (Matrizes estocésticas). Seja S um conjunto enumerdvel. A matriz P = (P;;) de
dimensoes #S x #S é dita estocdstica se, para cada i € S, temos

ZPZ']' =1 e Pij = 0.
jes

Um exemplo de matriz estocédstica para o espago de estados S := {A, B, C} é o seguinte

1/3 1/3 1/3
P:=12/5 2/5 1/5]. (B.1)
0 1 0

O conceito de matriz estocastica serd ligado futuramente com o de matriz de transicdo de uma
cadeia de Markov. Um segundo conceito primitivo nesta teoria é o seguinte.

Defini¢ao B.2 (Distribuicao de probabilidades em um conjunto). Seja .S um conjunto enumeravel.
O vetor m = (7(7))ies é dito uma distribui¢io de probabilidade sobre S se satisfaz as seguintes
condigoes:

dim(i)=1 e w(i)>0.

€S

Um exemplo de distribui¢ao de probabilidades no espago de estados S = {A, B,C} é
m=(1/3,1/3,1/3).

Com estes objetos basicos definidos, podemos passar para a definicdo do principal conceito
da teoria das cadeias de Markov. Intuitivamente, cadeias de Markov sdo processos estocasticos
cujo estado futuro s6é depende do estado atual, e ndo do passado do processo. Esta condicao é
formalizada a partir da seguinte defini¢ao:
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Defini¢ao B.3 (Cadeia de Markov). Sejam (€2, O, P) um espago de probabilidades e X = (X¢)sen
um processo estocastico definido neste espago e tomando valores no conjunto enumeravel S. Dize-
mos que o processo X é uma cadeia de Markov se satisfaz a seguinte propriedade:

P(Xip1 = jir1 Xe = Jt, -, Xo = jo) = P(Xeg1 = Je+1|Xe = Ji)
para todote Ne j; € S.

Para nao sobrecarregar a notacao, quando nos referirmos a uma cadeia de Markov, assumimos
também o espaco de probabilidades (€2, O, P), e usaremos a expressao “seja (X;) uma cadeia de
Markov com valores em S” para tal.

Defini¢ao B.4 (Probabilidade de transicao). Seja (X;) uma cadeia de Markov com valores em S.
Para todo t € N, a fungao
Priv1(i,j) = P(Xi1 = j|1 Xy = 1)
¢é chamada de probabilidade de transigao.
Em palavras, P;+41(4,j) é a probabilidade de a cadeia, estando no estado i no tempo ¢, faca

a transi¢do para o estado j no tempo ¢t + 1. Uma classe importante de cadeias de Markov sdo as
cadeias com probabilidade de transi¢do estacionaria.

Definicdo B.5 (Transicoes estaciondrias). Seja (X;) uma cadeia de Markov com valores em S.
Dizemos que a cadeia (X)) tem probabilidades de transi¢io estaciondrias se, para todo t € N e
todos os estados i e j de S, temos

P(Xi11 =j|Xy =1i) = P(X1 =j|Xo =1).

A defini¢do acima nos diz que as probabilidades de transigao de tal cadeia de Markov ndo variam
com o tempo, o que também é conhecido como probabilidades homogéneas no tempo. A préxima
definicdo vai nos permitir associar as probabilidades de transicdo estacionarias de uma cadeia de
Markov com o conceito de matrizes estocasticas apresentada no inicio desta secao.

Definicdo B.6 (Matriz de transi¢do). Seja (X;) uma cadeia de Markov com probabilidades de
transicao estacionarias. A matriz P = (P;;) definida por

Pyj = P(X1 = j|Xo = 1)
é chamada de matriz de transi¢ao associada a cadeia de Markov (Xy).

Das definigdes e vemos que as matrizes de transicio de uma cadeia de Markov séo
matrizes estocasticas. De fato, temos F;; > 0 para todos i e j, e também

ZjeS P(Xl = j> XO = Z)

;Piij;gP(XlzﬂXO:i): P(Xo =)
P(UestXi =5 Xo =)  P(Xo=1i)

P(Xo =1) S P(Xo=1i)

o que mostra que P = (P;;) é uma matriz estocéstica.

E comum representar cadeias de Markov com transicoes estaciondrias através de um grafo,
onde os nés sdo os estados de .5, e as arestas indicam a probabilidade de transicdo de um né para o
seguinte. Assim, o exemplo do espago de estados S = {A, B, C} e a matriz dada na equagao
pode ser ilustrado pela figura [B.1

A préxima definicdo conecta o conceito de vetor de distribuicdo de probabilidades, apresentado
na defini¢ao [B.2] com as cadeias de Markov.
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2/5

A B 2/5
1/3

1/5
1/3

1/3

Figura B.1: Uma cadeia de Markov com 3 estados.

Defini¢ao B.7 (Probabilidades associadas a uma cadeia de Markov). Seja (X;) uma cadeia de
Markov com valores em S. Para todo t € N, denotamos por

= (ﬂ-t(i))ieS = (P(Xt = i))ieS
o vetor de probabilidades sobre S que d4a a probabilidade de a cadeia assumir o valor ¢ no tempo t.

Para uma cadeia de Markov (X;) com probabilidades de transigdo estacionarias, podemos es-
crever o vetor ' da distribuicdo de probabilidades da cadeia de Markov X no tempo ¢ em termos
da t-ésima poténcia da matriz de transicao P, e da distribuicdo da cadeia no tempo 0:

nt = 7Pt (B.2)

Com estas defini¢cdes, podemos tornar mais precisa a tltima questao, relativa a convergéncia da
cadeia de Markov. De fato, conforme ¢ — o0, podemos investigar se o vetor de probabilidades 7'
converge.

Antes de abordar esta questdo, vamos tratar da existéncia e unicidade de uma distribuicio de
probabilidade invariante para a cadeia de Markov X.

B.2 Distribuicao de probabilidade invariante para uma Cadeia de Markov

Comecgamos esta subse¢do com a definicdo de distribuicdo de probabilidades estacionaria para uma
cadeia de Markov.

Defini¢ao B.8 (Probabilidade estacionaria). Seja (X;) uma cadeia de Markov com valores em S.
Um vetor de probabilidades m = (7(i));es sobre o espago de estados S é dito estaciondrio se

P =,
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em que P ¢é a matriz de transi¢do associada a cadeia de Markov (X3).

Note que se um vetor de probabilidades 7 é invariante pela matriz de transicdo P, entdo ele
também ¢ invariante para qualquer poténcia desta matriz. De fato, para ¢t = 2 temos

7P? = (aP)P = «P = .

Por inducdo, temos que para qualquer ¢ > 0 vale 7P = 7.

A questdo que se coloca agora ¢é a seguinte: fixada uma matriz de transicdo P, sempre existe um
vetor de probabilidades estacionarias w7 A resposta como veremos depende de S ser finito ou nao.
Se S for finito, entdao sempre existe pelo menos um tal vetor invariante; ja no caso de S ser infinito,
nem sempre isto ocorre. Como veremos mais a frente, o passeio aleatério em Z com probabilidades
de transi¢do 1/2 nao possui vetor de probabilidade invariantes.

Os proximos resultados dependem apenas do espaco de estados e do fato de a matriz de tran-
sicdo P ser uma matriz estocdstica, e por isso ndo faremos men¢ao a uma cadeia de Markov (X;)
particular.

Definicao B.9 (Simplexo de probabilidades). Seja S um conjunto enumeravel. O simplexzo de
probabilidades sobre S é o conjunto

Yg = { (Pi)ies € [0,1]° | Zpi = 1} :

€S

Quando for claro pelo contexto, denotamos os elementos de X g por p, e também por .

Da defini¢ao vemos que as probabilidades 7! associadas a uma cadeia de Markov de fato
pertencem ao simplexo Xg. Mais ainda, a evolugdo destas probabilidades pode ser vista como a
aplicacao sucessiva de matrizes de transicdo sobre estas probabilidades, o que, no caso de probabi-
lidades estacionarias, é dado pela equacao Vamos formalizar estas nogoes através do seguinte
lema:

Lema B.10. Seja P uma matriz de transicdo. A funcio T : Xg — Xg dada por
T(p) = pP

esta bem definida.

Demonstragdo. Considere e; um vetor que tem todas as coordenadas iguais a zero, menos a i-ésima
coordenada, igual a um. Temos que ¢; € 3g, e dai o vetor

T(ei) =¢e;P = ('Pz‘j)jeg.

Como P é estocastica, vemos que todas as coordenadas de T'(e;) sdo positivas, e somam um, logo
T(ei) S ES-
Para o caso geral, note que p € Xg pode ser escrito como p = >, ¢ pie;, com Y, g p; = 1. Dai

Tp) =T (Z piez) = ZpiT(ei)-

€S €S
Como todos os p; sdo positivos, vemos que todas as coordenadas de T'(p) serdo positivas. Mais
ainda, a soma das coordenadas sera

€S
pois a soma das coordenadas de cada T'(e;) é um. Isto implica que T'(p) € Xg, e segue-se que a
aplicacao T estd bem definida. ]
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Com a aplicagdo T' em maos, podemos estabelecer um primeiro resultado de existéncia do vetor
de probabilidades estacionario.

Teorema B.11. Se S € finito, entdo para toda matriz estocdstica P exite ao menos um vetor m
que € invariante por P.

Demonstragdgo. Quando S tem cardinalidade d finita, o conjunto g é um subconjunto convexo,
fechado e limitado de R?. Como a aplicacio T definida no lema é continua (pois é linear)
segue-se pelo teorema do ponto fixo de Brouwer que existe um ponto fixo 7 para T, isto é, um vetor
m € g tal que T'(m) = 7.
Da definicdo de T, concluimos que
TP =m. O

O teorema acima afirma que, quando o espago de estados é finito, entdo existe um vetor de
probabilidades invariante por P, que pode ndo ser inico. Mais adiante mostraremos que, quando S
é infinito, nem sempre existe um tal vetor de probabilidades invariante. O contraexemplo classico
é o passeio aleatorio simétrico em Z.

O proximo passo ainda neste contexto em que S finito é estabelecer as condigoes de unicidade
para o vetor de probabilidades invariante. A partir dai, veremos como estender estes resultados
para espacos de estados mais gerais. O primeiro passo nesta definicdo é analisar as matrizes de
transicao.

Definicao B.12 (Matrizes regulares). Uma matriz estocastica P é dita regular se existe k € N tal
que a k-ésima poténcia de P, ou seja, P*, tem todas as entradas positivas.

Esta definicdo desempenha uma papel importante na teoria das cadeias de Markov, e parte do
nosso esforco posterior sera em descrever condigoes mais simples que impliquem a regularidade de
uma matriz estocdstica. A importancia da defini¢ao [B.12] se deve ao seguinte resultado.

Teorema B.13 (Unicidade da distribuigao estacionédria para matrizes regulares, [LL pagina 75]).
Se o espaco de estados S € finito e a matriz estocdstica P € regular, entdo existe um unico vetor
meXg tal que TP = T.

Nestas condicoes, o vetor w tem todas as entradas estritamente positivas.

A propriedade de uma matriz estocastica ser regular garante que uma matriz de dimensao
finita tenha um tnico vetor de probabilidades invariantes w. Combinando este teorema a algumas
propriedades de algebra linear podemos concluir a anilise das cadeias de Markov respondendo a
terceira pergunta inicial, a saber, sob quais condicbes a cadeia de Markov converge. Em equacdes,
queremos saber quando, para todo p € g, temos

li b=

S PP
Teorema B.14 (Convergéncia de cadeias de Markov em espagos de estado finitos, [LLL pégina
80]). Se o espago de estados S tem cardinalidade finita d e a matriz estocdstica P € regular, entdo:

1. P tem um unico vetor de probabilidades invariante w, correspondente a um autovalor igual a
1, e as componentes de w sdo todas positivas,

2. o0s outros autovalores de P tem todos norma menor do que 1;
3. dado p € X5 a sequéncia (pP')en converge para o ponto fizo m, isto é,

lim pP' = 7.

t—+00
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Como afirmamos antes da defini¢ao no caso do espago de estados nao ser finito o vetor
de probabilidades estaciondrio pode néo existir, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo B.15. O passeio aleatério simétrico em Z nao possui distribui¢io estaciondria.

Resolugdo. Neste caso, temos S = 7Z, e as entradas da matriz de transicdo associadas ao passeio
sdo dadas por

Pii—1= %, Piiv1 = % e Pij=0 Vj#i+1,i—1
Seja w tal que 7P = 7. Dali
7(0) = 3 (a(~1) + 7(1),
€ por sua vez
7(1) = S(x(0) +7(2) e w(~1) = (r(~2) +7(0)
Substituindo,
7(0) = 5 ((~2) + 7(2))

Por indugao, também teremos que

para todo k € Z.
Ora, como ), _, m(n) = 1, os valores de m(n) tendem a zero no infinito, mais precisamente:

lim n(k) =0= lim =(k).

k—+00 k——0o0
Mas dai . .
7(0) = lim M =0.
k—+0o0 2

Como o mesmo argumento pode ser repetido para qualquer k € Z, teriamos que w(k) = 0, e ndo
existe vetor de probabilidades estacionario. ]

Para determinar a existéncia de vetores de probabilidade estacionarios para matrizes estocasticas
mais gerais do que as regulares, vamos precisar dos conceitos de irredutibilidade, recorréncia e
aperiodicidade, que apresentaremos a seguir.

B.2.1 Cadeias de Markov irredutiveis

Intuitivamente, uma cadeia de Markov é irredutivel se ela ndo pode ser decomposta em cadeias
menores (com espago de estados S’ < S). Para formalizar esta decomposigio, vamos definir duas
relagoes entre os estados de uma cadeia de Markov com transi¢oes estacionarias.

Definicao B.16 (Estados que se comunicam). Considere o espago de estados S e a matriz esto-
castica P.

1. Dados i,j € S, se existe t € N tal que ”Pfj > 0, entao dizemos que o estado i conduz ao estado
7, e denotamos esta relagdo por ¢ — j.

2. Dados i,j € S, se i conduz a j e j conduz a i, entdo dizemos que os estados i e j se comunicam
e denotamos isso por @ <> j.
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A relagdo de comunicagao é uma relagdo de equivaléncia sobre S, como mostra o lema abaixo.
Lema B.17. A relagio comunicagao apresentada na definicio[B.16] é uma relagao de equivaléncia.
Demonstragdo. De fato temos que

1. P)=1>0,logo i« i.

2. A definicdo é simétrica: i <> j se e somente se j <> i.

3. Sei < jej<— k,entdo existem inteiros n e m tais que Pi>0e ]’Z > 0. Dai, como P tem
todas as entradas positivas, vemos que

PRtm = > PRPR > PLPR > 0,

J
resS
o que implica i — k.

Para k — ¢ raciocinamos de maneira analoga. O

O resultado acima implica que o espago de estados S é particionado em classes de equivaléncia
segundo a relacdo de comunicacdo. Com isto, podemos passar para a definicio do conceito de
irredutibilidade.

Definicao B.18 (Matrizes de transicao irredutiveis). Seja P uma matriz estocastica. Se a relacao
de comunicagdo < gera apenas uma classe de equivaléncia, dizemos que P é irredutivel.

Quando a matriz P é regular, temos apenas uma classe de equivaléncia, e portanto P ¢ irredu-
tivel. Além disso, se existe alguma poténcia k tal que P* tenha todas as entradas positivas, entio
também vemos que P serd regular. Usando novamente a matriz 3 x 3 que demos como exemplo,
vemos que

11/45 26/45 8/45
P2 = |22/75 37/75 16/75
2/5 2/5 1/5
e portanto a cadeia de Markov definida por esta matriz é irredutivel.
A figura did um exemplo de cadeia de Markov redutivel: nela, os estados B, C' e D se
comunicam todos, mas o estado A nao pode ser alcancado a partir de nenhum deles, e portanto
forma uma classe de equivaléncia separada.

B.2.2 Cadeias de Markov recorrentes e transientes

Para podermos apresentar o conceito de recorréncia, e o complementar, de transiéncia, vamos
precisar introduzir alguns novos objetos.

Definigdao B.19 (Tempo de primeira passagem). Seja (X;) uma cadeia de Markov com valores em
S. Dado A € S, o tempo de primeira passagem por A é definido por

Ty(w) :=min{t > 1: X;(w) € A},
com a convencao que o minimo de um conjunto vazio é +co.

Note que T4 é uma variavel aleatéria estendida, ou seja, pode assumir o valor +o0.
Estamos particularmente interessados no caso A = {i}, pois a partir deste caso temos a seguinte
definigao.
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1.0

Figura B.2: Uma cadeia de Markov redutivel com 4 estados.

Defini¢do B.20 (Probabilidades de passagem). Seja (X;) uma cadeia de Markov com espaco de
estados S. Para cada t € N, a fungdo f*: S xS — [0,1] é a probabilidade de atingir o estado j pela
primeira vez no tempo t dado que a cadeia estava no estado ¢ no tempo zero. Mais precisamente,

t—1
ft(iaj) =P <{Xt :]} N (ﬂ{Xr #]}) Xo = Z> .

r=1
por analogia com as matrizes de transicdo que também

E comum denotarmos f%(i, j) por
sao indexadas por ;;.

t
Z]’
A partir das funcoes f!, construimos as seguintes funcoes para i,j € S.
+o0 +0
t t
fii = Z fii e f;} = Z fij- (B.3)
t=1 t=1
Tanto f7; quanto f estdo bem definidas, pois
fii = P(T; < +0|Xg = i) e, analogamente, [ =P(T; < +o0|Xo = 4).

Em palavras, f

comegamos em i, e analogamente
finito dado que comegamos em 7.

é a probabilidade de retornarmos ao estado i em um tempo finito, dado que

;’; ¢é a probabilidade de atingirmos o estado j em um tempo

B.2 Distribuicdo de probabilidade invariante para uma Cadeia de Markov Versao 1.0



Horizonte Peri6édico — Relatério final 102 / ’E‘

Defini¢ao B.21 (Estados recorrentes e transientes). Seja (X;) uma cadeia de Markov com espago
de estados S. Dizemos que o estado ¢ € S é recorrente se f;; = 1, e transiente caso contrario.

Ou seja, um estado é recorrente se, com probabilidade 1, retornamos a ele em um tempo finito,
dado que comecamos neste estado.

Apesar de a definicao ter um grande apelo intuitivo, ela nao é simples de trabalhar do
ponto de vista computacional. Devemos buscar formas mais simples de caracterizar as propriedades
de recorréncia ou transiéncia de um estado i € S.

Definicao B.22 (Numero de visitas). Seja (X;) uma cadeia de Markov com espaco de estados S.
A varidvel aleatéria N (i) :  — N u {+00} definida por

= > 1 (Xy) (B.4)
=

em que
1 se Xy =1,

L (X)) :=

{Z}( t) {O caso contrario.

é o niumero de visitas que a cadeia de Markov X fez ao estado i.

Lema B.23. Seja (X;) uma cadeia de Markov com espago de estados S e matriz de transicao P.
Entao para todo estado i € S,

[ (J) |X0_7’ Z E

sempre que P(N( ) = 4+0|Xp = z) =0.

Demonstragio. Inicialmente, note que a sequéncia (s(X),)m=o definida por

X)m = > L(Xe)
t=1

L~ +00
é ndo decrescente e converge para Y ;) 11 (X¢).

Usando E; para indicar a esperanca condicional a Xy = ¢, temos pelo teorema da convergéncia
mondtona que

E[N(j)] = Ei[gn{j}(xt)] = i{mlﬂle 1(X) }

+00
=l 2 Bt (X)) =l _1P(Xt = j|Xo =) = ; Pl O

De forma intuitiva, podemos esperar que, se o niimero médio de visitas a um determinado estado
¢é arbitrariamente grande, entdo ele deveria ser recorrente. Os proximos resultados vao justamente
confirmar esta intuicao.

Teorema B.24 (Estados recorrentes, [LLL pégina 110]). Seja (X;) uma cadeia de Markov com
espaco de estados S e matriz de transicao P. O estado i € S € recorrente se, e somente se,

+00

to_
2.7
t=1
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Uma consequéncia direta do resultado acima é a seguinte.

Corolario B.25. Seja (X:) uma cadeia de Markov com espago de estados S. O estado i € S é
recorrente se, e somente se, E;[N(i)] = +c0.

A propriedade de um estado ser recorrente nao teria tanta importancia na andlise de cadeias de
Markov se esta propriedade fosse apenas do estado em si, e ndo da classe de comunica¢do a qual
este estado pertence. O proximo resultado nos diz que esta caracteristica é de fato uma propriedade
de classe.

Teorema B.26 (Recorréncia das classes de comunicacao, [LL, pagina 112]). Seja (X;) uma cadeia
de Markov com espaco de estados S. Dados dois estados i,j € S que se comunicam, entao

1. © € recorrente se, e somente se j € recorrente.

2. 1 é transiente se, e somente se j € transiente.

Até o momento, ndo vimos a conexao entre a existéncia de uma distribuicdo de probabilidades
invariante e a propriedade de recorréncia. Ja sabemos que esta é uma propriedade de classe segundo
a relacdo de comunicacao, e a propriedade de uma cadeia ser irredutivel nos da justamente a
existéncia de uma tUnica classe de comunicacido. O préximo resultado nos diz que ser recorrente é
uma consequéncia da cadeia de Markov ser irredutivel e ter uma distribuicdo invariante.

Teorema B.27 ([LL, pagina 117]). Seja (X:) uma cadeia de Markov irredutivel com espago de
estados S. Se a cadeia (X;) possui uma distribui¢do invariante m € g, entdo a cadeia é recorrente.

Teorema B.28. Seja (X;) uma cadeia de Markov com espaco de estados S e matriz de transicio
P. Se o estado j € S for transiente, entdo

lim P!. =0

t—+o0 "I
para todo i € S fizo.

Demonstragdo. Se o estado j € S é transiente entao
+00

Ei[NG)| = Y|P <+
t=1

Logo a série acima ¢é absolutamente convergente e segue-se que
. t
llmt_)_;_oofpuj =0. ]

O conceito de recorréncia se subdivide em dois subconceitos, a saber: recorrente nulo e recorrente
positivo. Para estuda-los, precisamos da nocao de aperiodicidade que passamos a expor na proximo
subsecao.

B.2.3 Cadeias de Markov peridédicas e aperiddicas

Comegamos esta subsecido definindo o que entendemos por periodo de um estado.

Defini¢ao B.29 (Periodo de um estado). Seja (X;) uma cadeia de Markov com espago de estados
S e matriz de transicdo P. O periodo de um estado i € S é definido por

d(i) mde{t > 1|P;, > 0} se existir um ¢ > 1 tal que P}, > 0,
Z e
0 caso contrario
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Ou seja, o periodo de um estado ¢ € S é o maximo divisor comum dos tempos t > 1 tais que a
cadeia comecando em ¢ retorna a ¢ em ¢ passos.

Defini¢ao B.30. Seja (X;) uma cadeia de Markov com espago de estados S. Dizemos que um
estado i € S é aperiddico se d(i) = 1 e que é periddico se d(i) > 1.

Assim como no caso do conceito de recorréncia, o conceito de aperiodicidade também é uma
propriedade de classe segundo a relacdo de comunicacao.

Lema B.31 (O periodo é uma propriedade de classe, [LL, pagina 134]). Seja (X¢) uma cadeia de
Markov com espago de estados S. Se os estados i,j € S sdo tais que i < j, entao d(i) = d(j).

O teorema a seguir é um dos principais resultados para cadeias de Markov a espaco de estados
discretos. Ele nos permite, em conjunto com o conceito de irredutibilidade, garantir que a matriz
de transicdo de uma cadeia de Markov com espaco de estados finito é regular, o que nos dara,
novamente, a unicidade da distribuicao de probabilidade invariante.

Teorema B.32 ([LLl pagina 135]). Seja (X;) uma cadeia de Markov com espago de estados finito
S e matriz de transigio P irredutivel. Considere o estado i € S e seja d = d(i) o seu periodo.
Entao existe t; > 0 tal que para todo t = t; temos que Pfid > 0. Além disto, existe N > 0 tal que,
para todo m = N, P}?d > 0 para qualquer estado j € S

Deste teorema, podemos deduzir a conexado que afirmarmos no paragrafo anterior entre os
conceitos de irredutibilidade e aperiodicidade com o de regularidade.

Corolario B.33. Seja (X:) uma cadeia de Markov com espago de estados finito S e matriz de
transicio P irredutivel e aperiddica. Entdo existe to = 1 tal que se t = tgy, todas as entradas da
matriz P sdo positivas.

Em particular, a matriz de transicio P é regular.

Os conceitos de irredutibilidade e aperiodicidade nos permitem estudar distribui¢oes de proba-
bilidade invariantes para espacos de estados mais gerais que finitos, e veremos um primeiro exemplo
para espacos de estados enumeraveis.

B.2.4 Recorréncia nula e positiva

Os ultimos conceitos necessarios para responder as trés perguntas da introducao sdo os de recorrén-
cia nula e positiva. Eles nos permitirdo estudar estas questoes fundamentais em espacos de estados
mais gerais, como por exemplo infinito enumeraveis.

Definigdao B.34. Seja (X;) uma cadeia de Markov com espago de estados S e matriz de transi¢ao
P. Considere T; : 2 — N o tempo de primeiro retorno ao estado ¢ € S. Definimos o tempo médio
de primeiro retorno ao estado ¢ € .S por

+00
pi = Ei[T;] = Z tf;

t=1

t

em que f;; ¢ a probabilidade de primeiro retorno ao estado 7 dado que a cadeia comecou em 4.

Com a defini¢cdo do tempo médio de primeiro retorno, podemos definir os conceitos de recorréncia
nula e positiva.
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Definicao B.35 (Recorréncia nula e positiva). Seja (X;) uma cadeia de Markov com espago de
estados S. Se i € S é um estado recorrente, entao

1. i é recorrente positivo quando p; < +00.
2. 1 é recorrente nulo quando p; = +00.
Da mesma forma que anteriormente, esta é uma propriedade de classe:

Lema B.36 ([LL, pagina 148]). Seja (X;) uma cadeia de Markov. Um estado i € recorrente nulo
(resp. positivo) se e somente se j € recorrente nulo (resp. positivo) para todo estado j que se
comunica com t.

Podemos entdo passar para o principal resultado para cadeias de Markov com espago de estados
enumeraveis:

Teorema B.37 (Recorréncia e distribui¢do invariante em espagos de estados enumeraveis [LL
pagina 168]). Seja (X;) uma cadeia de Markov com espago de estados S e matriz de transigio P.
Suponha que a cadeia seja irredutivel, aperiodica e recorrente. Entdo

1. limy 400 P =0 se E; [TZ] = 400 (ou seja € recorrente nula).

2. limy_, 400 Pl = L ] =m; se E; [Tz] < 4+ (ou seja € recorrente positiva).

E|T;

O teorema acima nos diz que, para um espaco de estados enumerdvel, uma cadeia de Markov a
tempo discreto possui uma distribuicao estacionaria quando for irredutivel, aperidédica e recorrente
positiva.

B.3 Cadeias de Markov com espago de estados continuo

Nesta secao vamos tratar do caso de espaco de estados continuos e tempo discreto. Assim como na
secao onde comegamos definindo o conceito de matriz estocédstica para depois introduzirmos o
conceito de probabilidade de transicao, vamos comecar esta se¢ao introduzindo o conceito analogo
ao de matriz de transicdo que sera fundamental para o caso continuo.

No que segue S é um espago de estados continuo e B(S) a o-algebra definida sobre este espago.

Definicao B.38. Seja (S, B(S)) um espago mensuravel. Chamamos de ntcleo de transicao a fungao
K : 5 x B(S) — [0,1] se esta possui as seguintes propriedades.

1 Para todo x € S temos que K(z,.) é uma medida de probabilidade.
2 Para todo A € B(S) temos que K (., A) é uma fun¢do mensuravel.

Olhando para o item 1, podemos notar a semelhanga desta definigdo com a definigdo de
matriz estocdstica. Para um espaco de estados discreto S, tinhamos P;; > 0 para todos i e j de S,
e também que, fixado i € S, ocorria que ZjeS P;j = 1. Agora, considerando S x B(S) como novo
“espago de estados”, temos pelo item 1 que, para todo par (z, A) € S x B(S), o nicleo de transi¢ao
K(x,A) é positivo, e também fixado x € S temos K (z,S) = 1, que é a soma sobre todos os pontos
do espacgo de estados continuo.

Observagao B.39. Quando ocorrer que fixado = € S a medida de probabilidade K (z,.) for absoluta~
mente continua em relagdo a medida de Lebesgue vamos escrever K (x,y) representando a densidade
de probabilidade associada ao nucleo de transicao.

B.3 Cadeias de Markov com espaco de estados continuo Versao 1.0



Horizonte Peri6édico — Relatério final 106 / ’E‘

Observagio B.40. Quando o espaco de estados é continuo chamamos as cadeias de Markov de
processos de Markov.

Definigdao B.41. Sejam (2, O, P) um espago de probabilidade, (S, B(S)) um espago mensuravel e
X = (X¢)ten um processo estocastico tomando valores no espago de estados continuo S. Dizemos
que X é um processo de Markov se satisfaz a seguinte propriedade.

P(Xt+1 € A‘Ilft, ...,(I}‘O) = P(Xt_;,_l € A‘(L’t) = JjA K($t7d$t+1) (B5)

Quando o nicleo de transicao for absolutamente continuo em relacdo a medida de Lebesgue
escrevemos a ultima igualdade na equagao do seguinte modo

P(Xi41 € Almy) = L K (w4, 2441)dri 11

em que agora K representa uma densidade de probabilidade.

Definicao B.42. Sejam (2, O, P) um espago de probabilidade, (S, B(S)) um espago mensuravel e
X = (X¢)teny um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Dizemos
que o processo de Markov X é homogéneo se para toda a sequéncia (t;)o<i<k de pontos em N nao
decrescentes temos que

(thv ""th) ~ (Xt1*tov ""th*to)

Assim como no caso discreto vamos considerar em nossa andalise apenas processos de Markov
homogéneo.

Exemplo B.43. Um caso simples de processos de Markov em espago de estados continuo é o modelo
AR(1) comumente utilizado na analise de séries temporais. Dado 6 € R e uma sequéncia de variaveis
aleatérias (e)en com distribuicio ¢ ~ N(0,0?) definimos o processo de Markov X = (X{)sen
tomando valores em R por

X! =60X0 | +¢.

Note que o ntucleo de transicao fica dado por Xf |z¢—1 ~ N(6x4_1,02) que neste caso tem densidade
normal.

No caso discreto para introduzirmos o primeiro conceito necessario ao estudo da existéncia e
unicidade da distribuigao invariante de uma cadeia de Markov, a saber, o conceito de Regularidade,
tivemos que definir o conceito de poténcia de uma matriz. Pois a regularidade da cadeia consistia
na existéncia de k € N tal que todas as entradas da matriz de transicdo P eram positivas.

Ja sabemos que no caso de espaco de estados continuo o conceito de matriz de estocastica
(transigao no caso de cadeias de Markov) é substituido pelo conceito de nicleos de transigdo. Neste
altimo caso o conceito de poténcia de uma matriz é substituido pelo de convolucdo de medidas.

Definicao B.44. Sejam (2, O, P) um espago de probabilidade, (S, B(S)) um espago mensuravel e
X = (X¢)teny um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Considere
K : SxB(S)— [0,1] o nicleo de transicao associado ao processo X. Dado o par (z, A) € S x B(S)
e denotando K'(z, A) = K(x, A) definimos o nticleo de transicio para a t-ésima transicio por

K'(z, A) = L Ky, A)K (a, dy)
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B.3.1 Cadeias de Markov irredutiveis

A definicdo do conceito de irredutibilidade para cadeias de Markov com espaco de estados discreto
estava assentado sobre a ideia de que o espaco de estados podia ser particionado em classes de
equivaléncia segundo a relagdo de comunicacao "<". Embora podemos olhar para os nicleos de
transicdo K(z,A) > 0 para decidir se um determinado conjunto A é atingido pelo processo de
Markov dado que este comegou no ponto x temos que esta seria apenas a no¢ao de condugao "—'"e

terfamos dificuldades para definir o que poderia ser a conducdo de "A'para "z'. Por isso vamos
precisar de uma nocao de irredutibilidade que nao dependa do conceito de classe de comunicacao.

Definicao B.45. Sejam (2, O, P) um espago de probabilidade, (S, B(S)) um espago mensuravel e
X = (X}t)teny um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Considere
K : S x B(S) — [0,1] o niicleo de transigdo associado ao processo de Markov X. Dado uma
medida ¢ : B(S) — [0, 1] dizemos que o processo de Markov X é p-irredutivel se ocorre que para
todo A € B(S) com ¢(A) > 0 existe t € N tal que K(x, A) > 0 para todo x € S.

A definigdo acima garante que conjuntos suficientemente grandes segundo a medida ¢ sdo sempre
visitados pelo processo com probabilidade positiva ndo importando o ponto em que o processo
comegou.

Relembre que tempos de parada e niimero de visitas a um determinado estado desempenhavam
um papel importante no contexto discreto. No caso continuo isto nao seréd diferente.

Definicao B.46. Sejam (2,0, P) um espago de probabilidade, (S, B(S)) um espago mensuravel
e X = (X¢)ien um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Dado
A € B(S), dizemos que a varidvel aleatéria 74 : Q — N definida por

T4 :=min{t > 1: X;(w) € A}
é um tempo de parada.

Em palavras é o primeiro tempo no qual o processo entra no conjunto A. Apesar de nao
mencionado na defini¢do acima estamos implicitamente considerando que 74 = +o0 se X; ¢ A para
todo t € N.

Definicao B.47. Sejam (2,0, P) um espaco de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensuravel
e X = (Xy)ten um processo de Markov tomando valores no espacgo de estados continuo S. Dado
A € B(S), dizemos que a variavel aleatéria ny : Q2 — N definida por

+00
na = > 1a(Xy)
t=1

é o namero de visitas ao estado n4.

Associado as defini¢Ges e temos as quantidades
Ex[nA] e PI(TA < +oo)

que sao respectivamente o nimero médio de visitas ao conjunto A dado que o processo comegou no
ponto z e a probabilidade de se visitar o conjunto A pela primeira vez em um tempo finito dado
que 0 processo comegou no ponto x.

Analogamente ao caso discreto sempre que definimos um conceito que representa uma nova
propriedade do processo devemos mostrar que esta propriedade é intrinseca ao processo. Olhando
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para a definicao temos a impressao que a caracteristica do processo ser irredutivel depende
da medida auxiliar ¢. O préoximo teorema nos dird que este ndo é o caso. Mas antes de enuncia-
lo vamos precisar de um conceito auxiliar que nos permitird obter subprocessos de processos de
Markov que desfrutam de propriedades mais "amigéveis"do que o processo original.

Definicao B.48. Sejam (S, B(S)) um espago mensurdvel e K : S x B(S) — [0, 1] um ntcleo de
transicdo. Fixado € > 0 dizemos que o nicleo de transi¢do K, : S x B(S) — [0, 1] é um resolvente
se possui a seguinte forma.

+a0
K (z,A):=(1—¢) Z €K'z, A), 0<e<l
i=0

e o processo com este nicleo é chamado de K¢-processo.

Teorema B.49. Sejam (2, O, P) um espac¢o de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensurdvel
e X = (Xt)teny um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Se o
processo de Markov X € p-irredutivel entdo existe uma medida de probabilidade v tal que

1 O processo de Markov X € v-irredutivel.

2 Se existe uma medida p tal que X é p-irredutivel, entdo p € dominada por v, ou seja, p << 1.

3 Se ¥(A) =0, entdio w({y : Py(14 < +0) > O}) = 0.
4 A medida 1 é equivalente a

o(A) = f Ki(z,A)p(dx) YAeB(S5).

1
g 2

Ou seja, Yo << P e << yg.
Demonstragio. Ver referéncia [MT09] pdgina 83. O

Ou seja a propriedade de ser g-irredutivel ndo depende de uma particular medida ¢ bastando
que exista um tal medida para que o processo de Markov seja irredutivel.

Exemplo B.50. (Continuacido do exemplo [B.43). Como para o modelo AR(1) os nucleos de
transicio sdo dados por normais com média fx; 1 e varidncia o temos que considerando ¢ a
medida de Lebesgue podemos escrever o niicleo K como

1 0z —w)?
K(zi—1,A) = J —e 25 p(du)
AN2To
Dado que a densidade da normal é sempre positiva para todo x;—1 € S temos que K(xy—1,A) >0
somente se p(A) > 0. Portanto o processo de Markov X? = (X?);cxy do modelo AR(1) é -
irredutivel.
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B.3.2 Atomos e conjunto pequenos

A préxima definicdo apresenta um conceito que apesar de pouco intuitivo é fundamental para
podermos transportar resultados obtidos das cadeias de Markov (espago de estados discretos) para
os processos de Markov (espago de estados continuo).

Defini¢do B.51. Sejam (€2, O, P) um espago de probabilidade, (S, B(S)) um espago mensuravel e
X = (X}{)teny um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Considere
K : S x B(S) — [0,1] o nucleo de transigao associado ao processo de Markov X. Dizemos que
um evento o € B(.5) é um atomo se existe uma medida de probabilidade v > 0 tal que

K(z,A) =v(A) Vzea e YAeB(9).
Além disso se X é p-irredutivel entdo dizemos que o dtomo « é acessivel se p(a) > 0.

Em palavras o definicdo acima diz que um &dtomo é um subconjunto mensuravel de S com
a seguinte propriedade: quando o processo comeca em um dos seus pontos a probabilidade do
processo vistar a partir dai qualquer subconjunto mensuravel do espaco de estados passa a nao
depender do ponto onde o processo comegou.

Esse conceito é simples de visualizar no caso discreto. De fato, considere S um espaco de
estados discreto. Olhando para a matriz de transicio P considere a linha 7 tal que suas entradas
sdo positivas. Neste caso temos que o = {i} € S é um &tomo, pois é mensurdvel em relacao a
o-algebra 2% (conjunto das partes de S) e sabemos que

ZPU‘:ZV(j>:1

JeS JeES

bastando tomar v(j) = P;;.
Percebemos também que este conceito é muito forte para se utilizado na maioria dos casos de
interesse. Por adotamos uma relaxagdo da defini¢ao conhecida como condi¢ao minorizing.

Defini¢do B.52. Sejam (2, O, P) um espago de probabilidade, (S, B(S)) um espago mensuravel e
X = (Xt)teny um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Considere
K : S x B(S) — [0,1] o nicleo de transi¢ao associado ao processo de Markov X. Dizemos que a
condigdo minorizing é atendida quando existem um evento C € B(S), uma constante e > 0 e uma
medida de probabilidade v > 0 tal que

K(zx,A) > ev(A) YeeC e VYVAeB(S5).

A condicdo minorizing por sua vez leva a uma ultima simplificacdo conhecida como conjuntos
pequenos.

Definicao B.53. Sejam (2, O, P) um espago de probabilidade, (S, B(S)) um espago mensuravel e
X = (X}t)teny um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Considere
K : S x B(S) — [0,1] o ntcleo de transicao associado ao processo de Markov X. Um conjunto
C € B(S) ¢ dito pequeno se existe m € N e uma medida de probabilidade v,,, > 0 tal que

K™(x,A) =2 vm(A) YreC e YAeB(S).

Observagio B.54. E possivel calcular os conjuntos pequenos para o exemplo (modelo AR(1)).
Nao faremos aqui em fun¢dao de demandar um certo trabalho algébrico que nao tornaria a compre-
ensao sobre este tipo de conjunto mais clara.
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Até agora ndo dissemos como os conceitos de conjuntos pequenos e de @-irredutibilidade se
conectam. Isso é feito no préximo resultado.

Teorema B.55. Sejam (Q, O, P) um espago de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensurdvel e
X = (Xy)ten um processo de Markov p-irredutivel tomando valores no espago de estados continuo
S. Para todo A € B(S) tal que p(A) > 0 existem m € N, um medida de probabilidade vy, > 0 e um
conjunto pequeno C < A tal que v, (C) > 0.

Demonstragao. Ver referéncia [MT09] pagina 105. O

B.3.3 Ciclos e periodos

Na subsecao definimos no contexto de espago de estados discreto o conceito de periodicidade.
Como sabemos uma cadeia de Markov pode ter um comportamento periédico ou aperiddico e como
esta é uma propriedade de classe (com respeito a relacgdo de comunicagdo <) tinhamos que este
conceito se ligava ao de irredutibilidade quando a cadeia de Markov em questao apresentava uma
unica classe de comunicacao. O equivalente a este conceito no caso de espago de estados continuos
¢é o de ciclos que discutiremos brevemente nesta subsecao.

Defini¢do B.56. Sejam (2, O, P) um espago de probabilidade, (S, B(S)) um espago mensuravel e
X = (X}t)teny um processo de Markov ¢-irredutivel tomando valores no espago de estados continuo
S. Dizemos que o processo X tem um ciclo de tamanho d > 1 se existem um conjunto pequeno
C € B(S), um inteiro M € N e uma medida vy, tal que

d:= mdc{m > 1:39,, > 0 tal que C' é pequeno para v, = 5mVM}

Pode ser mostrado que o periodo d independe do conjunto pequeno C' e portanto é um propri-
edade intrinseca do processo X. Apesar de usarmos o nome ciclo também diremos que o processo
¢é aperiddico quando d = 1.

Observagao B.57. Se existe um conjunto pequeno C' € B(.S), entdo pela definigao existem um
inteiro m € N e uma medida de probabilidade v, > 0 tal que

K™(x,A) 2 vm(A) YreC e YAeB(S).

se ocorre que m = 1 entdo d = 1 e o processo de Markov X é dito ser fortemente aperiddico.

Observagao B.58. Como estamos considerando um processo ¢-irredutivel (para podermos falar em
periodo) temos pelo teorema m que C c A. Entéo a observacao anterior nos diz que quando um
processo ¢é fortemente aperiédico podemos ir A para A em um "passo". Esse fato serd fundamental
na obtencao da distribuigcdo de probabilidade do processo de Markov.

B.3.4 Transiéncia a recorréncia

O conceito de transiéncia para processo de Markov é o que apresentar maior semelhanga com sua
versao discreta. Relembre que na definigao [B.47] apresentamos a seguinte variavel aleatéria

400

nai= Y 1a(Xy)
t=1
que representa o nimero de visitas a um evento A pelo processo X dado que este processo comecou
no ponto x. No comentario apds a defini¢io também apresentamos a quantidade E, [n A] que
representa o nimero médio de visitas ao conjunto A pelo processo X dado que o processo comegou
no ponto z. Estas ideias sdo importante para a préxima definigéo.

B.3 Cadeias de Markov com espaco de estados continuo Versao 1.0



Horizonte Peri6édico — Relatério final 111 / ’E‘

Definicao B.59. Sejam (2,0, P) um espago de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensuravel
e X = (Xi)ten um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Um
evento A € B(S) ¢ dito ser recorrente se Ey[na] = +o0 para todo z € A. O mesmos evento ¢
dito ser uniformemente transiente se existe uma constante M > 0 tal que E, [n A] < M para todo
x € A. Por fim A é dito ser transiente se existe uma cobertura para este conjunto por conjuntos
uniformemente transientes, ou seja,

+00
Ac U BZ
i=0
onde os B; sdo conjunto uniformemente transientes.

Notemos a semelhanga desta definigdo com a afirmagao apresentada no corolério[B.25|que nos diz
que um estado 7 é recorrente se, e somente se [E; [n{i}] = +00. Além disso o teoremaapresentado
logo ap6s o corolédrio nos diz que no caso discreto a propriedade de ser recorrente é uma
propriedade de classe e ndo dependia de um estado em particular. Este resultado é transportado
para o caso continuo através do conceito de conjunto atémico apresentado na introducao da subsecao

B.3.2

Teorema B.60. Sejam (2,0, P) um espago de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensurdvel e
X = (Xt)ten um processo de Markov p-irredutivel com dtomo acessivel o e tomando valores no
espaco de estados continuo S. Entdo as sequintes afirmagoes valem.

1 Se « for recorrente, entdo todo conjunto A € B(S) tal que ¢(A) > 0 € recorrente.
2 Se « for transiente, entdo S é transiente.
Demonstragio. Ver referéncia [MT09] pagina 179. O

Observe que a desempenha um papel semelhante ao da relagido de equivaléncia <. Na préxima
definicao estendemos a definicdo de recorréncia de eventos para o processo como um todo.

Defini¢do B.61. Sejam (2, O, P) um espaco de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensuravel
e X = (Xi)teny um processo de Markov tomando valores no espaco de estados continuo S. Um
processo de Markov é recorrente se ocorre que

1 Se existe uma medida ¢ tal que X é p-irredutivel.
2 Para todo A € B(S) tal que ¢(A) > 0 temos Ey[na]| = +o0.
E dizemos que este processo é transiente se ele é p-irredutivel e S um conjunto transiente.

No caso de espago de estados discreto provamos que as propriedades recorrente e transiente
formam uma dicotomia. No caso de espaco de estados continuo essa caracteristica se mantem como
indica o seguinte resultado

Teorema B.62. Sejam (Q, O, P) um espago de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensurdvel e
X = (Xy)ten um processo de Markov p-irredutivel tomando valores no espago de estados continuo
S. Entao o processo X € recorrente ou transiente.

Demonstragio. Ver referéncia [MT09] pagina 181. O
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B.3.5 Recorréncia de Harris

As classificagoes do conceito de recorréncia vao se sofisticando conforme a complexidade do espaco
de estados. Vimos isso na passagem do espago de estados discreto finito, quando precisamos apenas
do critério de recorréncia dado na definicao[B.21] para o espago de estados discreto enumerdvel onde
foi necessario refinarmos a definicdo de recorréncia em Agora no tratamento de espaco de
estados continuos serd necessario mais uma vez refinarmos este conceito.

Definicdo B.63. Sejam (2, O, P) um espaco de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensuravel
e X = (Xt)teny um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Um
conjunto A € B(S) é dito ser Harris recorrente se

Py(ng=+w) =1 VreA.

O processo de Markov é dito ser Harris recorrente se ele é p-irredutivel e todo o evento em B(S) é
Harris recorrente.

Em palavras um evento A serd Harris recorrente se com probabilidade 1 o processo de Markov
X que comegou em algum ponto deste conjunto torna a visitar este conjunto uma infinidade de
vezes. Também temos que se um processo de Markov é Harris recorrente entdo ele é recorrente

segundo a definigao

Teorema B.64. Sejam (2,0, P) um espago de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensurdvel e
X = (Xp)ten um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Se para
todo conjunto A € B(S) temos Py (TA < —|—oo) =1 para todo x € A. Entdo P, (nA = +oo) =1 para
todo x € S e o processo X é Harris recorrente.

Demonstragio. Ver referéncia [MT09] pagina 201. O

Observe que a propriedade de ser Harris recorrente sé é necessaria quando temos um espago de
estados continuo, pois no caso discreto temos que E,, [nx] = 400 se, e somente se P, (Tx < —I—oo) =1.

Teorema B.65. Sejam (2,0, P) um espaco de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensurdvel e
X = (X¢)en um processo de Markov p-irredutivel tomando valores no espago de estados continuo
S. Considere que exista um conjunto pequeno C € B(S) tal que P, (TC < +oo) =1 para todo x € S.
Entdo o processo X é Harris recorrente.

Demonstragio. Ver referéncia [MT09] pagina 205. O

B.3.6 Distribuigcao invariante

Todo o esforgo conceitual que fizemos até agora teve como tnico proposito, assim como no caso
do espacgo de estados discreto, estabelecer as condigdes para que as perguntas feitas no inicio desta
secdo, a saber, as condigbes necessarias e suficientes para a existéncia e unicidade da distribuicao
invariante de um processo de Markov. Comecamos entao pela definigdo de distribuicdo invariante
para um processo de Markov em um espaco de estados continuo.

Defini¢do B.66. Sejam (€2, O, P) um espago de probabilidade, (S, B(S)) um espago mensuravel e
X = (X})teny um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Considere
K : S x B(S) — [0, 1] o nucleo de transi¢do associado ao processo de Markov X. A medida de
probabilidade o-finita 7 : B(S) — [0, 1] satisfazendo a equacao

7(B) = JS K(z,B)n(dx) VB e B(S)

¢ denominada de distribuigao invariante do processo X.

B.3 Cadeias de Markov com espaco de estados continuo Versao 1.0



Horizonte Peri6édico — Relatério final 113 / ’E‘

Quando existe uma distribuicao invariante para um processo de Markov p-irredutivel o processo
é dito ser positivo. Processos recorrentes que nao admitem uma distribuicdo invariante finita
sdo chamados de processos nulos. Relembre que pelo teorema um processo -irredutivel é
recorrente ou transiente. Entdo podemos de fato falar em processos recorrentes positivos e nulos
assim como nas cadeias de Markov.

Teorema B.67. Sejam (2,0, P) um espago de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensurdvel
e X = (Xt)ten um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Se o
processo X € positivo entdo € recorrente.

Demonstragio. Ver referéncia [MT09] pagina 231. O

Note que o resultado acima é justamente o analogo continuo do teorema |B.27 apresentado
para cadeias com espago de estados discretos. Podemos finalmente apresentar o primeiro grande
resultado com respeito a existéncia de uma medida invariante para um processo de Markov.

Teorema B.68. Sejam (2,0, P) um espago de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensurdvel e
X = (Xp)teny um processo de Markov p-irredutivel com dtomo « e tomando valores no espago de
estados continuo S. Entdo o processo é recorrente positivo se, e somente se E, [Ta] < 4o0. Além
disso se w € uma distribuicdo invariante para X entao

Demonstragio. Ver referéncia [MT09] pagina 236. O

O resultado acima nos diz que quando o evento considerado é atdmico temos uma representagao
simples para a distribuicdo invariante. Como no caso discreto todos os eventos sdo aténicos temos

que
1

Bl

e recuperamos o resultado do teorema O segundo grande resultado desta secao é o seguinte.

7w(i) =

Teorema B.69. Sejam (Q, O, P) um espago de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensurdvel e
X = (X¢)ten um processo de Markov p-irredutivel tomando valores no espago de estados continuo
S. Considere também que X € recorrente. Entdo existe uma dnica distribuicdo invariante w e esta
medida tem representacao para todo A € B(S) com p(A) > 0 dada por

7(B) = JAEM{EHB(Xt)]W(dw).

Demonstragio. Ver referéncia [MT09] pagina 246. O

B.3.7 Convergéncia para a distribuicao invariante

Tao importante quanto a existéncia e unicidade da distribuicdo de probabilidade invariante para
um processo de Markov e saber em quais condi¢bes temos a convergéncia para esta distribuicao
dado que o processo comegou com uma distribui¢ao u, isto é, Xo ~ p. Para isso precisamos dizer
em qual métrica essa convergéncia se realiza. No caso dos processos de Markov a convergéncia se
da segundo a norma da variacdo total que relembramos abaixo.
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Definicao B.70. Seja (S, B(S)) um espago mensurdvel. Considere 1 e po medidas definidas sobre
este espaco. Entao a norma de variacao total é definida por

1 — pollrv := sup {|u1(A) — pa(A)[}.
AeB(S)

Assim como no caso discreto (ver teorema em que para assegurarmos a convergéncia da
sequéncia (pP?)en para a distribuigdo invariante 7 precisavamos que a cadeia de Markov relacionada
possuisse as propriedades de ser recorrente, irredutivel e aperiédica temos que no caso de espacgo
de estados continuos aproximadamente as mesmas propriedades serdo demandadas para que a
sequéncia dada pelo "produto"dos ntcleos de transicdo pela distribuicio inicial possa convergir para
a distribuicao invariante. Mais especificamente as propriedades mais importantes sdo a recorréncia
de Harris e a aperiodicidade.

Teorema B.71. Sejam (2,0, P) um espago de probabilidade, (S,B(S)) um espago mensurdvel e
X = (Xt)ten um processo de Markov tomando valores no espago de estados continuo S. Considere
K : S x B(S) — [0,1] o nicleo de transi¢io associado ao processo de Markov X. Considere que
o processo X € Harris recorrente, positivo e aperiodico. Entdo temos que

lim HJ K'(z, u(dz) — = =0.
t=olls TV
para todo distribuicao inicial .
Demonstragio. Ver referéncia [MT09] pagina 328. O

Exemplo B.72. (Continuagdo do exemplo [B.43)) Quando o pardmetro § € R no modelo AR(1)
tem norma menor que 1, ou seja, |#] < 1 temos que dado qualquer distribuigdo inicial os nticleos

de transicdo N(0x;_1,0?) converge para a distribuigio invariante do processo X? = (X?)ien que é
dada por N(0,02/(1 — 62)).

C Testes Estatisticos

Para avaliar a convergéncia ao estado estacionario, descrito na secdo anterior, iremos empregar
testes estatisticos que permitam quantificar se uma distribuicao estd préxima ou ndo da distribuicao
estaciondria. Mais ainda, como em geral ndo possuimos uma férmula para uma eventual distribuicao
estaciondria, o que poderemos fazer é comparar os resultados de simulacio, para um grande nimero
de cendrios, e avaliar a convergéncia.

Nesta secio, apresentaremos os aspectos fundamentais da teoria da bondade do ajuste, e estu-
daremos formas de aplica-la a inferéncia da distribuicdo invariante de processos de Markov.

C.1 Testes da Bondade do Ajuste

Os testes de bondade do ajuste tém sua origem no problema de determinar se uma amostra é
proveniente ou nao de uma distribuicdo de probabilidade de um determinado tipo. Note que esta
é uma situagdo diferente da que encontramos na inferéncia paramétrica. De fato, na inferéncia
paramétrica ji temos informacoes de qual familia de distribui¢oes de probabilidade a amostra
pertence: o que falta é terminarmos o membro exato da familia que originou os dados. Por exemplo,
se ja sabemos que os dados da amostra pertencem a uma distribuicdo normal, o que nos resta é
estimar a média e a varidncia para fixar o membro da familia normal que originou a nossa amostra.
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Uma situacao mais dificil ocorre quando nao possuimos nem mesmo a informacao de qual familia
pode ter originado os dados da amostra. Neste caso, com base na amostra, precisamos construir
estimadores para a distribuicdo de probabilidade desconhecida, e ndo para parametros desconhecidos.
Portanto, os testes de bondade do ajuste pertencem ao campo da Estatistica Nao-Paramétrica.

O estimador fundamental na classe dos testes de bondade do ajuste, e que serve de base para
todos os demais métodos da classe, é a distribuicio empirica dos dados da amostra. Antes de
apresentarmos sua defini¢do, vamos estabelecer algumas convencdes e notacdes que serao utilizadas
ao longo do texto.

1. A tripla (2,0, P) é chamada de espaco de probabilidade; cada w € € representa um evento
de interesse; O ¢é a familia dos subconjuntos mensurdveis de €1, ou seja, aqueles aos quais
atribuiremos probabilidades; e P : O — [0,1] é a probabilidade de ocorréncia dos eventos
que estamos estudando.

2. Considere X : Q) — R uma varidvel aleatéria. A probabilidade
Px(A):= P(X7(4))

estd definida para subconjuntos A de R, a partir da probabilidade original P e da varidvel
aleatéria X, e é dita distribuicao da varidvel aleatéria X.

3. A funcao de distribuicao acumulada da varidvel aleatéria X é denotada F'x e definida pela
“probabilidade acumulada”:

Fx(a) = Px(—,a] = P(X < a).
Note que Fx é crescente, indo de zero a um conforme a vai de —o0 a +00.

4. Seja n € N. Uma sequéncia de varidveis aleatérias (X;)1<i<n, independentes e identicamente
distribuidas, com distribuicdo Py, é uma amostra aleatoria da varidvel X. Ou seja, temos
uma sequéncia de n “cépias” independentes da varidavel X.

Com isto, podemos passar para a definicdo do principal estimador na teoria da bondade do
ajuste:

Defini¢ao C.1 (Fungao de distribuicao empirica). Seja (X;)1<i<n uma amostra aleatéria da va-
ridvel X. A varidvel aleatéria F), : R x Q" — [0, 1], definida por

. . 1 &
Fo(z,@) := ” Z Lix;(@)<a) (C.1)
i=1

é chamada de distribuicio empirica da amostra. O termo 1x, )<z} € chamado de indicadora do
evento X; < z, e vale 1 caso X;(w) < x e zero caso contrario.

Vamos dissertar um pouco sobre os elementos que aparecem na férmula (C.1) e faremos isso
por meio de um exemplo.

Comentdrio C.2. O exemplo que vamos apresentar a seguir deveria ser apresentado no contexto
das séries temporais pois, a rigor, envolve uma variavel aleatoria evoluindo no tempo. Mas para
dar um exemplo simples e a0 mesmo tempo significativo vamos desconsiderar os aspectos de séries
temporais envolvidos.
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Exemplo C.3. Digamos que estamos interessados em estudar a demanda por energia elétrica no
meés de Janeiro ao longo dos anos. Fixando um horizonte de estudo que vai de Janeiro de 1900 até
Janeiro de 2100 podemos definir {2 como

Q := {1900, 1901, ..., 2022, ..., 2100} .

Definimos agora a variavel aleatoria Xj., : €2 —— N como a demanda por energia elétrica em kWh
(Quilowatts/hora) no més de Janeiro. Por exemplo X Jan(1953) ¢ a demanda por energia elétrica
em kWh no més de Janeiro no ano de 1953 e este valor é um nimero natural. Desejamos responder
perguntas do tipo: qual é a probabilidade de termos uma demanda por energia elétrica no més de
Janeiro menor ou igual a 1500 kWh? Inicialmente devemos munir o espago €2 com uma medida de
probabilidade, por exemplo

P({1900}) = p1900; ---, P({2100}) = pai0o

com piggp + ... + p2100 = 1 e todos estes valores ndo negativos. Note que {1900} e {2100} sdo
subconjuntos de 2 que sabemos medir ( pertence a familia O ). Agora dado n € N a probabilidade
de termos uma demanda de energia elétrica igual a n é dada por

Px,,,({n}) = P(X;({n})) = P({w € Q: Xjan(w) = n}).

Por exemplo, poderiamos ter para n = 1000 o seguinte resultado
Px,., ({1000}) = P({w € Q : Xjan(w) = 1000}) = P({1950,1980,2010}) =

= P({1950}) + P({1980}) + P({2010}) = pigs0 + p19so + P2010

Ou seja,
Px .. ({1000}) = p19s0 + P19so + P2010-

Quanto a fungao de distribui¢do Fx,, : R — [0, 1] podemos escrever esta como

Fx,(2) = )} Pxp,.({n}).

n<|z)

Observe que apesar de termos uma férmula para Fx,  esta ndo nos ajuda muito pois ndo sabemos
os valores Py, ({n}) e portanto nao temos como calcular F'x, (1500). Além disso note que na
verdade a formula acima deveria ter sido escrita como

FXJ']H 2 PXJ'II’] {n}|0)

n<|z)

em que 0 = (plgoo, v pzloo), ou seja, 0 é o parametro desconhecido que devemos estimar. Com as
informagdes que temos disponiveis a estimacao dessa quantidade desconhecida pode ser um tarefa
ndo trivial. E precisamente aqui que entram os estimadores ndo paramétricos como a funcio de
distribui¢do empirica. Vejamos como isso é feito. Considere que temos uma amostra aleatéria de
tanho 10 da varidvel Xj,,. Relembrando do item 4 descrito antes da observagao temos que
cada termo da sequéncia (X;)1<i<10 é definido no espaco Q2'° e toma valores em N. Digamos que
temos a seguinte observacgao

v = (1940, 1956, 1987, 1964, 1997, 2001, 2010, 1922, 2018, 1988)
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e associada a ela temos os seguintes valores de demanda de energia elétrica no més de Janeiro em
kWh
(1000, 2123, 9125, 3056, 15256, 20256, 22536, 860, 25000, 17030).

Ou seja, por exemplo, para i = 4 temos X4(@) = 3056. Entdo para esta realizagdo de @ temos a
seguinte distribuicao empirica

1
— (L000<a} () + L2193y () + - + Li17030<0} (7))

ﬁhCuw)zlo

Assim poderfamos usar a funcao de distribuicdo empirica Fig ao invés da distribuicao F'x,, , mas
para isso é preciso provar que para uma amostra de tamanho 10 a fungao de distribuigdo empirica
Fip esté suficientemente préxima de Fx,, —em algum sentido apropriado.

Como mencionado no final do exemplo para podermos utilizar a funcdo de distribuicio
empirica como uma aproximacao da funcdo de distribuicao real dos dados precisamos provar re-
sultados que garantam que, quando aumentamos o tamanho da amostra (X;)1<i<n, & sequéncia de
fungoes de distribuicao empiricas (ﬁ‘n)n>1 “converge” para Fx. Esta propriedade é conhecida como
consisténcia forte do estimador. Na prética, se tivermos uma amostra aleatéria (X;) suficiente-
mente grande podemos aproximar Fx tao bem quanto desejarmos. Este é justamente o contetido
do préximo teorema:

Teorema C.4 (Teorema de Glivenko-Cantelli [LRO5, p. 441]). Seja (X;)i1<i<n uma amostra alea-
toria de X. Considere F,, a fungao de distribuicao empirica definida pela equagio (C.1)). Entdo

n1—1>r-£loo sup{’F — Fx(z)|} =0 gqc. (C.2)
O teorema de Glivenko-Cantelli é um bom exemplo dos resultados que vamos explorar, pois na
base dos testes de bondade do ajuste estd a nocao de aproximar funcoes.

Antes de apresentarmos mais ferramentas para estudar aproximacoes da funcéo de distribuicéo,
vamos analisar um pouco mais as propriedades pontuais (ou seja, para um z € R fixo) da funcédo
de distribuicdo empirica. Esses resultados sdo a primeira etapa para obter os principais resultados
funcionais sobre a distribuicdo empirica, ou seja, que permitem aproximar Fxy como funcao.

Comecamos com um resultado simples que nos diz que para cada x € R, ﬁ’n(x) é um estimador
ndo-enviesado para o valor Fx(z) € [0,1]. Ou seja, temos E[Fn(x)] = Fx(z), e portanto o
estimador Fn(x), na média, nem subestima nem superestima o valor (correto, mas desconhecido)
de Fx(z). A razao disto é simples: como cada amostra X; segue a mesma lei Fx, o valor esperado
de 1(x,<,) ¢ exatamente a probabilidade de que X; < z. Dal, aplicando a defini¢ao de Fn, temos
que

o [fe] -2 [ Sitinen | - L S lHineal - 13 P

Um outro resultado importante é que, para cada x € R, a variavel aleatoria nFn(:U) tem distri-
buicao de probabilidade Binomial. De fato, inicialmente observe que

n
= > Uixi<n)
=1
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pode ser entendido como uma soma de Bernoullies, pois as varidveis aleatdrias 1y,<,) assumem

apenas os valores 0 ou 1. Entdo a varidncia de nF,,(z) é dada por

Var{Z]l{Xiém}] = ZVar[]l{Xi@} Z 1—Fx( ))) ZH(Fx(m)(l—Fx(ﬂj))).

i=1 i=1 =1

2 sua variancia, e portanto

L (Fx (@)1~ Fx(@)).

Dividindo por n a variavel, dividimos por n
Var[ﬁ’n(ac)] =

Esse resultado implica que a variancia do estimador Fn(a:) tende a zero quando o tamanho da
amostra tende para infinito.

Outro resultado assintético importante é a normalidade assintética de /nF,(x). Para ver isto,
basta notar que

Vn(Ey(z) = Fx(x)) = ( Z]l{x — Fx(z )> =
( Z]I{Xléz} ZFX > = n<i§(]l{xi<m}(x) —FX(Q:))> -
Z (10xza@) - Fx@))

Pelo teorema central do limite segue-se que
Va(Eu(x) - Fx(x)) = 2 ( el () = F () ) N0, (Px(o) (1 - F(@)

< d .. A T .
em que a notacdo — significa convergéncia em distribuicdo. De posse desses resultados pontuais
podemos passar para os resultados funcionais que estao inseridos na teoria dos processos empiricos.
Vamos estudar os aspectos bésicos dessa teoria na proxima subsegao.

C.2 Processos Empiricos

A necessidade do estudo dos processos empiricos reside no fato que as distribuicées assintéticas
de probabilidade dos testes estatisticos que vamos estudar sdo determinadas através de resultados
estabelecidos para os processos empiricos. No contexto em que estamos trabalhando estes proces-
sos surgem de modo natural da seguinte forma. Fixado n € N considere o processo estocastico
(B, (2))zer definido por

By (2) := v/n(Fp(z) — Fx(z)) (C.3)

em que as fungdes F, e Fx sio definidas como na se¢io anterior. O processo (By, ())ger ¢ chamado
de processo empirico pois é um processo estocastico que depende de uma amostra aleatéria da
variavel X. Assim como as distribui¢des empiricas os processos empiricos também sdo funcoes
aleatorias. Desejamos obter resultados assintéticos para fungoes aleatoérias, pois vamos construir
futuramente testes estatisticos que buscam determinar quando duas funcgées de distribuicdo de
probabilidade estao suficientemente préximas ( sdo estatisticamente a mesma funcgao ). Inicialmente
note que dado x € R temos pelo teorema central do limite ( visto na segdo anterior ) que
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em que B(z) ~ N(0, (Fx(z)(1 — Fx(z)))). Agora observe que dado (z1,%2,...,Zy) € R™ com
r1 < ... < T, segue-se pelo teorema central do limite multivariado que

(Bu(21), ooy Bu(zm)) > (B(21), ... B(2m)).

Intuitivamente quanto maior o nimero de pontos z; < ... < x,, escolhidos melhor seria a nossa
"aproximacao” da funcao aleatéria limite B. As aspas foram inseridas pois a convergéncia é em
distribuicdo entdo ndo hd uma real aproximagdo entre os vetores aleatérios. Apesar de intuitivo
esse procedimento nao é suficiente para estudarmos a convergéncia da funcdo aleatéria B, para
a funcdo B. Para este estudo precisamos do teorema central do limite funcional ou teorema de
Donsker. Informalmente este teorema pode ser enunciado como.

Teorema C.5 (Teorema de Donsker- Informal). Considere a sequéncia (B”)n>1 de processos empi-
ricos definida como nos pardagrafos anteriores. Entdo temos que esta sequéncia converge fracamente
para o processo Gaussiano B com funcio de média identicamente nula e fungdo de covariancia dada
por

c(z,y) = Cov[B(z),B(y)| = Fx(z A y) — Fx(z)Fx(y) VYz,yeR.

Em geral, por comodidade, denotamos um processo ser Gaussiano com func¢do de média zero
e funcdo de covariancia c(z,y) por B(z) ~ GP(0,c(z,z)), em que c(z,z) = Fx(z) — (Fx(z))?
¢é a funcao de varidncia. O leitor poderia se perguntar a esta altura como o teorema pode
nos auxiliar na determinacao das distribuicoes assintéticas de probabilidades dos estimadores em
que temos interesse. Antes de responder a esta pergunta considere o seguinte lema auxiliar que
em funcdo do nivel das tecnicalidades envolvidas na sua construcdo matematica rigorosa vamos
apresentar no mesmo “espirito” informal do teorema de Donsker.

Lema C.6 (Continuous mapping theorem-Informal). Para toda fungio continua g : E — R

definida no espago métrico E temos que se B,, > B entdo g(IB%n) 4, g(B).

No resultado acima o notacio — significa convergéncia fraca enquanto que a notacao 4, significa
convergéncia em distribuicdo. O motivo desta separacdo se deve ao fato que a convergéncia em
distribuicdo tem por base as func¢oes de distribuicdo que estdo por sua vez definidas na reta. Ja a
convergéncia fraca pode ser definida em espagos métricos mais gerais ( espagos em que podemos
definir uma nocado de distancia ).

Para responder a pergunta colocada anteriormente vamos usar como exemplo um estatistica
que serd estudada em segoes futuras. A estatistica de Kolmogorov-Smirnov é definida por

T (X) = \/ﬁilel]gﬂﬁn(x) — Fx ()]},

Essa estatistica é uma das mais classicas na teoria da bondade do ajuste e serve de base de com-
preensdo para estatisticas mais recentes dentro dessa teoria. Considerando § o espaco das funcoes
de distribuicdo podemos definir sobre esse espaco fungoes do tipo ¢ : § — R, dadas por

g(F) = sup{| F(z)|}

zeR

Relembrando a definicdo do processo empirico B,, temos da formula acima e da expressdo para a
estatistica de Kolmogorov-Smirnov que

TiS(X) = Szlel]g{’\/ﬁ(pn(x) — Fx(2))|} = i}:}g{!Bn(m)\} = g(B,)

C.2 Processos Empiricos Versao 1.0



Horizonte Peri6édico — Relatério final 120 / ’E‘

Ou seja,
T’I’IL<S(X) = Q(En)

Pelo teorema ( teorema de Donsker ) segue-se que B,, > B e pelo lema obtemos que
TiS(X) 5 g(B).

Entdo assintoticamente temos que a funcio de distribuicdo de TX5(X) coincide com a funcio de
distribuicdo de g(IB). Como podemos intuir obter a funcdo de distribuicdo de uma funcdo de
um processo Gaussiano é, em geral, uma tarefa ndo trivial. Para algumas estatisticas como a de
Kolmogorov-Smirnov isso pode ser feito apesar da expressao do func¢ao de distribuicido obtida ser
complexa e um pouco dificil de trabalhar.

De posse das informagoes essenciais sobre processos empiricos passamos na proxima subsecao
para o estudo de uma ferramenta de inferéncia central na teoria dos testes de bondade do ajuste e
da teoria estatistica em geral que sdo os testes de hipotese.

C.3 Testes de hipo6tese na teoria da bondade do ajuste.

Como observado nas se¢oes anteriores a teoria dos testes de bondade do ajuste busca estimar a
funcao de distribuicdo de uma varidvel aleatéria (o caso vetorial serd tratado nas segoes finais
) através da funcao de distribuicdo empirica. Vimos que esse estimador F, é fortemente consis-
tente ( teorema de Glivenko-Cantelli ) o que significa que E, converge quase certamente para F'x
uniformemente em z € R. Agora considere dg,p : § X § — [0, +00) uma métrica definida por

dsup (F, G) := sup{|F (z) — G(x)|}. (C.4)
zeR
Entao temos pela discussao feita no paragrafo anterior que

nLHEoc dsup(ﬁ’n,FX) =0 q.c. (C.5)

Esse resultado nos motiva a construir o seguinte estudo: dado uma amostra (X;)o<i<n desejamos
saber se essa amostra tem fungdo de distribuicdo F. Ou seja, desejamos saber se F'y = F. Por
exemplo, poderiamos conjecturar que a distribuicdo dos dados observados vem de uma distribui-
¢ao normal e portanto nesse caso estamos considerando que F' pertence a familia das distribuicoes
normais. O leitor atento ja deve ter percebido que temos o seguinte problema: sabemos que as
densidades de probabilidade da distribuicdo normal apresentam a caracteristica curva em forma
de “sino” mas a posicao e forma desse “sino” dependem da média e da varidncia. Logo nao é
possivel montar um procedimento de inferéncia que nos diga algo como: “os dados obtidos tem
origem em uma distribui¢do de probabilidade cuja a densidade tem uma curva em forma de sino”.
O que é comumente feito para resolver esse problema é estimar a média e a variancia da distri-
buicao F' utilizando os préprios dados da amostra. Por exemplo, podemos utilizar a média x e
varidncia 62
os procedimentos de inferéncia que iremos descrever nos préximos paragrafos.

Formalmente identificamos essa hipdtese com a notacdo Hy : F'x = F de onde temos que

amostrais para fixar F' (|53, 62) na classe das distribuicoes normais e depois efetuamos

dsup(Fx,F) =0« Hy: Fx = F.

Ou seja, a distancia entre a distribuicdo Fx dos dados e da distribui¢do conjecturada F' sera zero
na métrica do supremo se, e somente se a hipdétese nula for verdadeira, isto é, Fx = F. Como
consequéncia do limite (C.5)) e da igualdade acima podemos escrever

lim_deyp(Fn, F) =0 qc< Hy: Fx = F. (C.6)

n—+aoo
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Entdo para um tamanho de amostra suficientemente grande e uma constante ¢ > 0 podemos
considerar ( de um modo a ser tornado preciso mais adiante ) que a hipdtese Hy : Fx = F é
verdadeira quando dsup (Fn, F) < c¢. Essa ¢é a intuicao dos testes de hipdtese no contexto dos testes
da bondade do ajuste. Como a teoria dos testes de hipdtese é muito extensa vamos nos preocupar
apenas com o0s aspectos mais basicos dessa teoria. Um tratamento completo sobre esses assuntos
pode ser encontrado em [LRO5]. Um teste de hipdtese é composto dos seguintes objetos:

1 Um par de hipdteses mutualmente exclusivas chamadas respectivamente de hipotese nula e
alternativa. Utilizamos a notagdo Hy para hipétese nula e H; para alternativa. Nestas notas
estamos interessados na seguinte estrutura

(C.7)

Hy:Fx =F
H,:Fx # F

que é chamada de hipétese nula simples vs alternativa composta .

2 O segundo objeto a ser definido é uma estatistica e como discutimos ( quando introduzimos
a funcao de distribuicdo empirica ) essa é uma funcdo da amostra aleatéria. Nos testes da
bondade do ajuste para uma amostra usamos a seguinte férmula geral

To(X) := c(n)dgoral (Fn, F). (C.8)

em que dgeral © § X § — [0,4+00) é uma métrica geral e ¢(.) é uma funcdo do tamanho
da amostra e auxilia nos resultados assintéticos. Quando estivermos trabalhando com duas
amostra independentes de tamanhos n1 e no vamos utilizar a seguinte formulacao geral

Tnl,n2 (X(l)v X(Q)) = C(nla n2)dgeral (ﬁnl ) an) . (Cg)

Com os principais objetos ja definidos vamos estudar o processo inferencial dos testes de hipotese
no contexto da teoria da decisdo estatistica. Dentro do escopo dessa teoria definimos um critério
para decidir aceitar ou rejeitar a hipdtese nula Hy. Ao tomarmos essa decisdo podemos estar
cometendo os seguintes tipos de erros:

I O erro do tipo I ocorre quando a amostra que temos disponivel nos induz ( segundo o critério
que nos estabelecemos ) a rejeitar a hip6tese nula quando essa é verdadeira.

IT O erro do tipo II ocorre quando a amostra que temos disponivel nos induz ( segundo o critério
que nés estabelecemos ) a aceitar a hipdtese nula quando essa é falsa.

Em geral na maioria das aplicagdes o erro que mais buscamos evitar é o erro do tipo I. Pois
na modelagem dos testes de hipdétese costumamos fazer a afirmacado mais forte na hipdtese nula.
Portanto faz sentido fixarmos uma probabilidade (uma tolerancia) para a chance de cometermos
o erro do tipo I. Chamamos essa probabilidade de nivel de significincia do teste e a denotamos
por a € (0,1). Como « é a probabilidade de cometermos um erro vamos escolher sempre valores
pequenos sendo os mais tradicionais 0,01 e 0, 05.

Passamos agora para a construgdo do critério de decisdo. Como destacado nas se¢es anteriores
a determinacao da distribuicao assintética de probabilidade da estatistica que escolhemos utilizar
¢ fundamental. Vamos denotar por Pr, x) a probabilidade assintética da estatistica 7,,(X). Como
0 caso para mais de uma amostra é praticamente andlogo ao caso de uma amostra vamos nos con-
centrar nesta se¢do no segundo caso, ou seja, uma amostra. Pela conclusdo feita apds a equacao
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(C.6) temos que se a distancia dgeral (Fn, F) for maior que uma constante positiva entao deveria-
mos rejeitar a hipétese nula. Logo podemos probabilisticamente escrever o erro do tipo I para n
suficientemente grande como

Pr.x)(To(X) > ¢|Ho: Fx = F) = a. (C.10)

O modo adequado de lermos a equagao acima é o seguinte: ao nivel de significAncia « € (0,1)
cometemos o erro do tipo I ( rejeitar a hipdtese nula quando essa é verdadeira ) quando o valor da
estatistica T, (X) utilizada no teste for maior que a contante ¢ > 0 ( a ser calculada ) e isso ocorre
justamente com probabilidade «. Nesse contexto o evento RC(c) := {Tn(X ) > c} é chamado de
regido critica e o seu complementar denotado por RA(c) é chamado de regido de aceita¢io. Com
base nesses conjuntos podemos montar a seguinte funcio de decisdo.

- rejeitar Hy ; (%) > ¢

da(Z) = {aceitar Hy ; t(z)<c (C.11)
em que t(Z) € R é o valor efetivamente calculado da estatistica T, na realizacao & ( em que & € R"
é o valor observado do vetor aleatério (X7i,...,X,) ). A funcdo de decisdao d, opera do seguinte
modo: ao nivel de significAncia a € (0, 1) e dispondo de uma amostra z decidimos rejeitar a hipotese
nula se o valor da estatistica T), efetivamente calculado, ou seja, ¢(Z) é maior que uma constante
c > 0 e ao fazer isso podemos estar cometendo um erro do tipo I com probabilidade . Nos resta
apenas calcularmos o valor da constante ¢ > 0 pois o nivel de significAncia « sempre deve ser dado a
priori, ou seja, entes que qualquer procedimento inferencial seja executado. Olhando para equagao
percebemos que a unica quantidade desconhecida é justamente a constante ¢ > 0. No caso
da distribuicdo assintdtica de probabilidade Pr, (x) ter densidade podemos determinar o valor da
constante ¢ com certa facilidade. Inicialmente note que

Fr,x)(¢) = Prox)(Tn(X) < ¢|Ho: Fx =F) = 1—a

Ou seja,

Como nesse caso a funcdo de distribuigdo possui inversa obtemos da igualdade acima o seguinte
resultado

c= Fr;nl(X)(l — a).
Assim nesse contexto a funcao de decisdo d, estd completamente especificada.

Até agora nao discutimos de modo mais aprofundado sobre o erro do tipo II e apesar da nossa
estratégia de decisdo priorizar evitar o erro do tipo I temos que o erro do tipo II é fundamental pois
é através dele que construimos o importante conceito de poder de um teste. Como esse conceito
¢é usado para a comparacao de testes estatisticos dentro da teoria da bondade do ajuste vamos
dedicar a préxima subsecdo para tratarmos sobre ele.

C.3.1 Poder de um teste estatistico

O poder de um teste estatistico € um dos conceitos mais finos dentro da teoria dos testes de hipdteses
e também ocupa um lugar destaque na teoria da bondade do ajuste. Logo em fung¢ao da sutileza
desse conceito vamos proceder da forma mais cautelosa e clara possivel. Comecamos pela defini¢ao
da fung¢do poder.
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Definicao C.7 (Funciao poder). Considere § o espaco das fungoes de distribuicao e RC(c) a regiao
critica delineada pela estatistica T,,(X) através da fixagdo de nivel de significancia a € (0,1) e da
determinagdo da constante ¢ > 0 como mostrado na segdo anterior. A funcao ma, @ § — [0,1]
definida por

Tam(F) := P, x)(RC(c)|F) (C.12)

é chamada de funcao poder.

A funcao (C.12) tem uma série de propriedades importantes, mas no contexto em que estamos
trabalhando a propriedade mais interessante e que nos ajudar a entender como essa funcao é usada
na pratica é a seguinte.

Lema C.8 (Monotonicidade da funcdo poder - Informal). Sejam Fy e Fy fungées de distribuicao
pertencentes ao conjunto §. Considere que Fx € a funcao de distribuicdo da amostra que possuimos.
Entao seque-se que

dgeml(Flu FX) = dgeml(F% FX) = 7Toe,n(Fi) = 71'01,71(}72) (013)

Pensando um pouco sobre a definicdo da funcdo poder percebemos o quando a lema é
intuitivo. Um modo simples de ver isso é o seguinte: as func¢oes de distribuicdo F} e Fb s@o as
distribui¢cbes que conjecturamos para os dados da amostra que segue de fato a distribuicdo Flx.
Digamos que tanto Fy # Fx quanto Iy # Fx mas que dgeral (Fl,FX) > dgeral (FQ,FX), ou seja,
a distribuicao Fj estd mais “errada” do que a distribuicdo F» quando comparada com Fx. Entao
a desigualdade 7y n(F1) = man(F2) nos diz que temos uma maior probabilidade de tomar uma
decisdo correta quando conjecturamos F} para distribuicdo verdadeira dos dados do que quando
conjecturamos Fy. Para ver isso escrevendo 7, ,(F1) explicitamente temos que

Tam(F1) = Pr,x)(RC(¢)|F1) = Pr,x)(RC(c)|Hy : F1 # Fx).

Entao a equacao acima nos diz que: tomamos a decisdo correta de rejeitar a hipétese nula dado que
a hipétese alternativa é verdadeira com probabilidade 74 ,(F1). Agora se Fy apesar de diferente
Fx for suficientemente proxima entdo as chances de tomar a decisdo correta vao ser menores. E
importante notarmos que a probabilidade 7, , depende do tamanho da amostra e do nivel de
significancia adotado a priori. Além é claro da estatistica que resolvemos usar para testar as
hip6teses. Isso significa que para um dado nivel de significancia o € (0,1) se tivermos que F}
estd muito préxima de F'x entdo para podermos percebe essa diferenca vamos precisar aumentar
consideravelmente o tamanho da amostra.

Com as consideragoes feitas no paragrafo anterior podemos passar para a principal forma como
a funcdo poder é utilizada na pratica, a saber, na comparagdo entre estatisticas para testes de
hipéteses. Fixados o tamanho da amostra e o nivel de significincia podemos verificar, com a ajuda
da fungdo poder, como duas estatisticas T}(X) e T2(X) se comportam na hora de discernir a
funcdo de distribuicdo conjecturada e a funcdo de distribuicdo verdadeira dos dados. Note que
nesse caso estamos analisando o pares (T)}(X), Prix)) e (T2(X), Pr2(x)). Antes de vermos com
essa comparacao deve proceder vamos modificar um pouco a func¢do de decisao € passarmos
a escreve-l4 como

(C.14)

do () = rejeitar Hy ; &€ RC(c),
o\ = aceitar Hy z e RA(c).

Sabemos que dado um nivel de significincia e um tamanho de amostra podemos, para um deter-
minado par (T} (X), Pri(x)), encontrar uma constante ¢ > 0 e assim definir as regides criticas e de
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aceitagdo. Com isso escrevemos a funcdo de decisdao (C.14)) que apesar de depender da estatistica
escolhida e da sua distribuicdo de probabilidade nos fornece um critério geral de decisao.

Fixado uma funcéao de distribuicao F' conjecturada e uma métrica, como por exemplo, a métrica
do supremo podemos entao olhar para a funcao poder associada a cada estatistica e fazer o seguinte
estudo: quando mais distante a funcado F' estiver ser correta, ou seja, ser igual a Fx como as
probabilidades 7, ,(F) e 72 ,(F) se comportam? Em quais caso temos 7, ,,(F) > 73 ,,(F)? Como
podemos perceber as respostas a essas questoes sao, em geral, dificeis de responder. Por tanto nao
tentaremos conduzir esses estudos em relagio as estatisticas que serdo apresentadas nas proximas
secOes, mas vamos informar o leito o que os estudos empiricos mais recentes tem revelado. Por fim,
gostarfamos de salientar que um outra questao muito importante sobre esse tipo de andlise ( talvez
mais importante que as duas questoes anteriores ) ocorre quando F' é diferente de F'x mais estd
suficientemente préxima. Nesse caso desejamos saber qual das duas estatisticas 7)1 (X) e T2(X) ¢é
sensivel o suficiente para capturar essa diferenca para um mesmo tamanho de amostra. Ou seja,
qual é mais poderosa para nos auxiliar a tomar a decisao correta.

C.3.2 Critério de decisao via p-Valor

Além do critério de decisao via regido critica que foi abordado nas subsecoes anteriores temos que
um dos critérios mais simples de ser formulado é através do p-Valor. Comecamos entdo por definir
esse conceito. Quando o teste que desejamos realizar tem uma estrutura do tipo “rejeitar Hg se
T,,(X) = t(Z)” o p-Valor pode ser matematicamente definido pela seguinte férmula.

Definicao C.9 (p-Valor). Considere T, a estatistica definida na equagdo (C.8). Chamamos de
p-Valor a seguinte probabilidade

p(&) = Pr,(x)(Ta(X) = t(Z)|Ho : Fx = F). (C.15)
em que Pr, (y) é a distribuicdo de probabilidade da estatistica T, (X ).

Entao o p-Valor é: a probabilidade de termos obtido um valor igual ou maior a t(Z) da estatistica
T,(X) dado que a hipétese nula Hy é verdadeira. Vamos agora usar o p-Valor para construir um
critério de decisao simples. Por exemplo, considere que estamos estudando uma dada populacao e
queremos saber se uma determinada caracteristica A estd presente nessa populacdo ou ndo. Entao
construimos uma hipotese nula que afirma: “Hy: a populacdo tem a caracteristica A”. Considere
também que essa caracteristica pode ser detectada por uma estatistica 7, (X). Pode-se pensar
entdo da seguinte forma: se a probabilidade p(Z) for pequena podemos considerar que as chances
da estatistica T,,(X) assumir valores maiores ou iguais a ¢(Z) dado que a populagdo apresenta a
caracteristica afirmada pela hipétese Hy sdo muito baixas e portanto a hipdtese nula deveria ser
descartada.

Para termos um critério de decisdo precisamos tornar rigorosa a expressao “se a probabilidade
p(Z) for pequena” para isso utilizamos o conceito ji introduzido anteriormente de nivel de sig-
nificancia o € (0,1) que, como sabemos, é um valor escolhido a priori ( antes de comegarmos a
andlise estatistica ) e dizemos que a probabilidade p(Z) é pequena se p(Z) < « e é significativa caso
contrario. Entdo dada uma realizagdo da amostra & = (z;)o<i<n formulamos o seguinte critério de
decisao.

.\ Jaceitar Hy ; p(Z)=>a
da(Z) = {rejeitar Hy ; p(@) <a. (C.16)

Uma forma simples de entender a funcao de decisio dada na equagdo (C.16]) é olhar para a
relacdo entre p-Valor e regido critica. Por exemplo, se p(Z) < a entdo temos que

Pr,x)(Tu(X) = t(&)|Ho : Fx = F) < Pr, (x)(To(X) > ¢|Hy : Fx = F)
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Essa desigualdade implica que
{To(X) > 1(®)} < {Tu(X) > ¢} = RC(0)

que por sua vez implica que t(Z) > ¢. Assim em conformidade com a fungio de decisdao ((C.11))
rejeitamos a hipétese nula. Por outro lado, se p(:i) > « entdo temos que

Pr, o) (Tn(X) = t(Z)|Ho : Fx = F) = Pr,(x)(TW(X) > ¢|Hy : Fx = F).

Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por -1 obtemos
—Pr, ) (Tn(X) 2 t(&)|Ho : Fx = F) < =P, (x)(Tu(X) > c|Hy : Fx = F).
Agora somando 1 a ambos os lados da desigualdade acima
1— Pr, o) (Tn(X) 2 t(&)|Ho : Fx = F) <1— Pp,x)(Tu(X) > ¢|Ho : Fx = F).

De onde segue-se que

Pr,x)(To(X) < t(&)|Ho : Fx = F) < Pr,(x)(Th(X) < c|Ho : Fx = F).
Essa desigualdade implica que

{To(X) < t(%)} € {Tn(X) < c} = RA(c)

que por sua vez implica que t(Z) < c¢. Assim mais um vez em conformidade com a funcao de
decisao aceitamos a hipdtese nula. Uma outra observacdo importante a ser feita sobre o
p-Valor ocorre quando é possivel obter a distribuicdo exata da estatistica T}, (X) que nesse caso vai
depender do tamanho da amostra n. Nesse contexto para que um determinado fendmeno possa
ser detectado por um teste estatistico é necessirio termos em maos uma amostra suficientemente
grande. Um exemplo importante em que isso ocorre é quando conjecturamos que a distribui¢ao
dos dados que temos em maos é F' mas na realidade a distribuicdo é G com as duas estando muito
proximas na métrica do supremo. Assim para que uma estatistica como a de Kolmogorov-Smirnov
possa detectar essa sutil diferenca serd necessario que a amostra ndo seja pequena.

C.4 Testes de hipotese quando desejamos comparar duas distribuigoes.

O nosso principal interesse nestas notas no que tange aos testes de hipétese sdo os testes que
nos permitem saber se duas amostras aleatorias independentes sdo provenientes de uma mesma
distribui¢do ou ndo. A formulacdo desses testes é um pouco distinta da apresentada em (
uma amostra ) pois aqui conjecturamos que a primeira amostra X M ¢ proveniente de uma funcao
de distribuicdo F} e que a segunda amostra X () ( que é independente da primeira ) é proveniente
de uma funcao de distribuicdo F». Desejamos entdo saber se estamos ou nao falando da mesma
distribuigao, isto é, F1 = F5. Nesse contexto a formulagdo natural do teste de hipoteses que
necessitamos € essa

(C.17)

H02F1=F2
H,: F| # Fy

A partir daqui podemos repetir boa parte do desenvolvimento tedrico feito para o caso (C.7)) fazendo
obviamente as devidas mudancas para que as férmulas continuem valendo como por exemplo na

férmula (C.10) em passamos a escrevé-la como
Pr,x)(Ta(X) > ¢|Hy : F1 = Fy) = a. (C.18)
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C.5 Testes para uma amostra.

Nesta subsecao vamos dissertar sobre os testes da bondade do ajuste para o caso de uma amostra.
Isso significa que apesar de ndo conseguirmos especificar através da nossa experiéncia e dos dados
disponiveis uma distribuicdo de probabilidade dentro de uma classe de distribui¢does nds somos
capazes de pelo menos conjectura a qual classe a distribuicdo de probabilidade dos dados pertence.
Por isso o nome testes para wma amostra pois temos uma conjectura sobre qual é a distribuicao
dos dados e através de uma amostra desejamos refutar ou nao essa conjectura.

Nesse contexto vamos apresentar um teste que tem por base duas estatisticas distintas. Como
podemos perceber na secao sobre testes de hipétese na teoria da bondade do ajuste o que fazemos
em geral é comparar a distancia entre a funcao empirica e a fungado de distribuigdo conjecturada para
os dados rejeitando a hipdétese nula caso essa distancia seja maior que um determinado valor critico
calculado a priori. A vantagem desse tipo de teste é que ele nos permite entender claramente
0s motivos que nos levaram a rejeitar a hipdtese nula e além disso nos permite apresentar uma
férmula simples para o p-Valor que em geral tem uma férmula muito complexa quando se utiliza
outros testes. Quanto as estatisticas vamos trabalhar com a estatistica de Kolmogorov-Smirnov e a
estatistica de Anderson-Darling. Deixaremos os comentarios mais detalhados sobre cada uma delas
nas subsecoes dedicadas a elas.

C.5.1 Teste de Kolmogorov-Smirnov.

Nesta secao vamos apresentar uma das primeiras estatisticas propostas na teoria da bondade do
ajuste que é a estatistica de Kolmogorov-Smirnov. Ja apresentamos a férmula matematica dessa
estatistica na secdo sobre processos empiricos mas para comodidade do leitor vamos reapresentar
ela aqui em forma de definigao.

Definigido C.10 (Estatistica de Kolmogorov-Smirnov). A estatistica 7<5(X) definida por
TXS(X) := \/ﬁsu[g{‘ﬁ’n(a:) — Fx(2)|} (C.19)
xe

é chamada de Kolmogorov-Smirnov.

Como podemos perceber pela férmula dada na equacio essa estatistica tem por base a
métrica do supremo que é uma das formas mais simples de se comparar duas fungoes. Além disso
como observado na secido sobre processos empiricos essa férmula nos permite obter a distribuicio
de probabilidade tanto exata quanto assintética dessa estatistica. No teorema abaixo apresentamos
a distribuicdo de probabilidade exata e por comodidade de notacao vamos denotar essa distribuicao
apenas por P ao invés de PT7{<S(X)(-’H0 : Fx = F), mas o leito deve ter sempre em mente que essa
distribuicao é obtida sob a hipdtese nula ser verdadeira.

Teorema C.11 (Distribuicdo exata da estatistica de Kolmogorov-Smirnov: Ver referéncia [Sha03]
pagina 447 primeiro item do teorema 6.10.). Seja (X;)o<i<n uma amostra da varidvel aleatoria X
com fungao de distribuicao Fx : R — [0,1] e considere F,:R+—> [0,1] a fungao de distribuicao
empirica definida na equacio . Por fim, seja TXS(X) a estatistica de Komolgorov-Smirnov.
A distribuicao de probabilidade exata dessa estatistica € dada por

n b%(unvt)
P(TE5(X) <t) = <n! H f dul...dun>]l(1 J2n,1) () + L1 400 () (C.20)

i=1 Jab (un,t)

em que

al (U, t) := max{0, (n — i + 1)/n — t}, b (un,t) := min{u,_;y2, (n —i)/n+t} eupyr = 1
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Como podemos notar, trabalhar diretamente com a distribuicao de probabilidade exata da esta-
tistica de Kolmogorov-Smirnov para construir testes de hipétese e intervalos de confianca pode nao
ser viavel na maioria dos casos. Por isso é comum considerar a versdo assintotica dessa distribuicao
que possui uma estrutura mais simples.

Lema C.12 (Distribuicao assintética da estatistica de Kolmogorov-Smirnov: Ver referéncia [Sha03]
pagina 447 segundo item do teorema 6.10.). Nas mesmas condi¢oes do teorema temos que o
sequinte limite existe.

+00
lim P(TES(X) <t)=1-2) (-1) e " (C.21)
=1

n——+0o0

Na préatica sdo as aproximagoes finitas para a distribuicdo de probabilidade dada na equacio
(C.21)) que sdo utilizadas para a construgdo dos testes de hipotese independentemente de terem
por base regides criticas ou p-Valor e a expressdo para as fungdes de decisdo sdo as mesmas que
as apresentadas na secdo dos testes de hipotese. Além disso essa expressdo, a principio, permite
que outros estudos importantes sejam conduzidos como por exemplo sobre o Poder do teste de
Kolmogorov-Sminorv.

Nessa subsecao apresentamos os rudimentos do teste de Kolmogorov-Smirnov para uma amostra.
Na proxima subse¢do vamos continuar estudando os testes para uma amostra mas dessa vez tendo
por base métricas dadas por integrais.

C.5.2 Teste de Anderson-Darling para uma amostra.

Nesta subse¢do vamos apresentar uma estatica T,,(X) para testes da bondade do ajuste que estd
inserida na classe dos assim chamados testes integrais de processos empiricos. Inicialmente relembre
que a definigdo do processo empirico B definido na equacao (C.3) era dada por

B, (2) := v/n(Ep(x) — Fx(2)).

Com base na fungéo de distribuicao Fx ( conjecturada ) e na funcao w : (0,1) — (0, +00), chamada
de func¢do peso, definimos o seguinte produto interno.

(F,GHap := JR F(z)G(z)w(Fx(z))dFx(z) (C.22)

em que as fungoes F' e G sdo continuas a direita. Em geral é comum definirmos normas associadas
a produtos internos. Considere 28 o espaco dos processos empiricos B, entdo definimos a norma
B —— [0, +00) sobre esse espago como

[Ba|op = V/{Bn, Buyan (C.23)

Com esse objeto podemos definir a estatistica que iremos trabalhar nessa subsecao.

[llap

Definigao C.13 (Estatistica de Anderson-Darling). A estatistica TP (X) definida por
2
TP (X) = |[Bal[p (C.24)

é chamada de Anderson-Darling.
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Pela férmula do processo empirico B,, também podemos escrever a estatistica ((C.24]) do seguinte

modo . )
TP (X) = n|[Fn = Fxl[yp

0 que torna explicito o fato de estarmos comparando a distdncia entre a funcdo de distribuicao
empirica e da funcao de distribuicdo conjecturada para os dados. Para compreendermos um pouco
melhor a estrutura dessa estatistica vamos investigar o seu comportamento para uma funcdo de
distribuigao simples. Considere por exemplo que X ~ Unif[0, 1] entdo sua funcao de distribuicdo é
dada por

0 z <0

Fx(x) = {x 0<z<l1

1 =1
Considerando a fungao peso constante w(u) := 1 ( nesse caso recebe o nome de Cramer-von
Mises ) temos que X X

TAP(X) = f B2 (2)dx = nj (En(z) — Fx(2)) da.
0 0

Dado que a integral pode ser entendida como uma “soma” podemos olhar a expressdo acima da
seguinte forma heuristica: a estatistica de Anderson-Darling em um caso simples é uma “soma”
dos quadrados das diferencas entre a funcdo de distribuicdo empirica e a funcdo de distribuicao
conjecturada. Note que com essa interpretacao percebemos que a estatistica de Anderson-Darling
busca punir mais as discrepancias entre as funcgoes F, e Fx. Vamos ver agora o que acontece
quando usamos fungoes peso mais elaboradas, como exemplo, a fun¢ao

1

-l (C.25)

w(u) =

Essa funcdo peso foi originalmente proposta na primeira definicdo da estatistica de Anderson-
Darling. No nosso exemplo simples da distribuicdo uniforme temos que

1 1

TAD(X) = nf (Fn(2) — Fx(2))*w(Fx (x))dz = nf (Fn(z) — Fx(2)) w(z)de =
0 0
S [ B B0,
0 x(l — x)

Ou seja,

TAP(X) = n Jl (Fule) = (@),
0 m(l — x)

Observe que para a integral acima fazer sentido estamos considerando w definido em (0, 1). Perce-
bemos entao que a interpretagdo heuristica se mantem mais agora com um fator adicional pois para
os pontos de (0,1) préximos de 0 ou 1 a fungdo peso w assumi valores muitos grandes e portanto
esse pontos serdao considerados mais relevantes. Isso implica que a estatistica de Anderson-Darling
olhard a discrepancia entre as fungoes F, e Fx de modo mais “exigente ou severo” nesses pontos.

Apesar do exemplo dado no parigrafo anterior muito simples ele é bastante instrutivo pois
mostra algumas caracteristicas importantes da estatistica de Anderson-Darling. Fazendo uma com-
paracao simples com a estatistica de Kolmogorov-Smirnov é possivel perceber que o modo como
a Anderson-Darling avalia as discrepancias entre as funcoes F, e Fx é mais sofisticado do que
Kolmogorov-Smirnov pois nessa ultima estatistica olhamos apenas para o “maximo” ( pois esta-
mos usando o supremo ) da distdncia entre as fungdes F, e Fx segundo o valor absoluto sem nos
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importar em caracterizar o ponto x em que esse “maximo” foi observado. Por outro lado esse
olhar mais sofisticado tem um preco pois a principio poderiamos nos perguntar como efetivamente
podemos utilizar a estatistica de Anderson-Darling no processo de inferéncia. No caso da funcdo
peso é possivel obter uma expressao mais simples. Considere (U;)o<i<n uma sequéncia de
variaveis aleatérias definidas por

U, := Fx(X;)

Sabemos da teoria das probabilidades que essas varidaveis tem distribui¢do uniforme no intervalo
[0,1]. Agora seja (Ug;))o<i<n @ estatistica de ordem associada a sequéncia (U;)o<i<n entdo é possivel
provar que a seguinte férmula vale.

n

TAP(X) = —n — ! Z ((21’ —1)log (Ug)) + (2n+ 1 — 2i)log (1 — U(i))>. (C.26)
=1

Mesmo com um expressao mais amigdvel para a estatistica de Anderson-Darling obtencao a sua
distribui¢do de probabilidade enfrenta muita dificuldades mesmo no caso assintético. De fato, isso
¢é algo que poderiamos esperar em funcao da complexidade da distribuicao de probabilidade da es-
tatistica de Kolmogorov-Smirnov mesmo essa sendo bem mais simples. Mesmo assim aproximacoes
da distribuicao assintética podem ser obtidas usando de forma mais elaborada as ideias apresenta-
das na secdo sobre processos empiricos o que possibilita a implementagao computacional do teste
e de fato é possivel encontrar bons pacotes estatisticos que oferecem uma implementacao dessa es-
tatistica. Por fim um aspecto que gostariamos de destacar é o poder do teste de Anderson-Darling
frente a outros testes como o Kolmogorov-Smirnov. Na literatura sobre a teoria da bondade do
ajuste é destacado que empiricamente se observa em geral que o teste de Anderson-Darling é mais
poderoso do que o teste de Kolmogorov-Smirnov. Isso significa, conforme estudado na subsecao
sobre poder de um teste, que o teste de Anderson-Darling é capaz de perceber melhor as diferen-
¢as sutis entre a fungdo de distribuicdo conjecturada na hipdtese nula e qualquer outra funcio de
distribuicdo que atenda a hipdtese alternativa dado um determinado nivel de significancia.

C.6 Testes para duas amostras.

Em geral quando um estatistico decide usar as ferramentas disponiveis na teoria da bondade do
ajuste esse encontra-se em uma situagdo de total desconhecimento sobre de qual familia de distri-
buicdes a amostra que tem em maos é proveniente. Nesse sentido os testes apresentados para uma
amostra apesar de serem importantes sdo de dificil utilizacido pratica. Ao longo desta secdo vamos
reformular os testes apresentados na se¢do anterior para o caso de duas amostras. Seguindo a mesma
ordem adotada para os testes de uma amostra comegaremos pelo teste de Kolmogorov-Smirnov.

C.6.1 Teste de Kolmogorov-Smirnov para duas amostras.

O teste de Kolmogorov-Smirnov para duas amostras segue uma légica parecida ao da versao para
uma amostra mas agora com a diferenca que na impossibilidade de se conjecturar uma distribuicao
de probabilidade para os dados e assim compara-la com a distribuicdo empirica vamos buscar
comparar duas fungoes de distribuicdo empiricas em que cada uma é definida sobre uma amostra
aleatéria independente da outra. Para ver como isso é feito observe que se as amostras independentes
XM ¢ X® gg0 provenientes da mesma funcdo de distribuicdo Fx entdo temos pela consisténcia
forte ( teorema ) do estimador dado pela funcdo de distribuigdo empirica que esse converge
uniformemente para Fx. Ou seja,

lim sup{’FA;(lP(x) — Fx(z)|} =0 e lim sup{

ni——+o reR ng—+000 reR

EP(z) - Fx(2)]} =0 q.ec.
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Consequentemente segue-se dos limites acima que

lim  lim sup{|F(1 g) (z)|} =0 q.c.
ni1—-+0o0 7124’4'00
O limite acima de certa forma se parasse com o critério de Cauchy para a convergéncia uniforme
de sequéncias de fungdes que é utilizado justamente quando ndo sabemos quem ¢é a funcao limite.
Além disso assim como no caso de uma amostra temos que o fator envolvendo a raiz quadrada que
aparece antes do supremo serve justamente para garantir a estabilidade assintética dessa estatistica
e assim seja possivel obter a sua distribuicao assintotica. Passamos entdo a defini¢do da estatistica
do teste de Kolmogorov-Smirnov para duas amostras.

Definicao C.14 (Estatistica de Kolmogorov-Smirnov para duas amostras). Considere X @ .=

(Xi(l) Jo<i<n, € X @) .= (X Z~(2))O<Z‘<n2 duas amostras aleatorias independentes com fungoes de distri-
buicdo Fj : R — [0,1] e F5 : R — [0, 1] respectivamente. Considere também F,E}) : R+ [0,1]
e E(é) : R — [0,1] as fungdes de distribuigdo empiricas associadas as amostras X W e X3

respectivamente. Definimos a estatistica de Kolmogorov-Smirnov para duas amostras por

TKS (x() x@)y._ [ ™P2 F(l) @ 9
K500, X) = [ (150 0) - R )} (©27)

Note que a estatistica dada na equagao estd bem em linha com a intuicao apresentada na
introdugao dessa se¢ao. Como sabemos a hipdtese nula a ser considerada é Hg : F} = F3 e portanto
o teste de kolmogorov-Smirnov buscara coerentemente descartar a hipdtese nula se a estatistica
for maior que um determinado valor critico que depende do nivel de significincia.

Apesar da estatistica de Kolmogorov-Smirnov ter ficado um pouco mais complexa para o caso
de duas amostras temos felizmente que a distribuicdo de probabilidade assintotica ainda pode ser
calculada.

Lema C.15 (Distribui¢ao assintética da estatistica de Kolmogorov-Smirnov para duas amostras:
Ver referéncia [Sha03| pagina 449 comentdrios antes da secdo 6.5.3.). Nas mesmas condigdes da
definicao temos que o sequinte limite existe.

ni,ne——+00 ni,n2

+00
lim P(TKS (X(l),X(Q))gt) = Y (-t (C.28)

comt > 0.

Como observamos a utilizagdo pratica da distribuigao assintética (C.28) passa por aproxima-la
por uma soma finita com um nimero adequado de termos.

C.6.2 Teste de Anderson-Darling para 2-amostras.

A extensado do teste de Anderson-Darling para o caso com duas amostra nao tao direto com no
caso do teste de Kolmogorov-Smirnov. Isso ocorre em fun¢do da férmula do produto interno que
define essa estatistica depender da funcao de distribui¢do conjecturada para os dados. Como para
duas amostras estamos em uma situacao de total desconhecimento sobre a classe das distribuicoes
de probabilidade a qual a distribuicdo dos dados pertence a féormula para esse produto interno
precisa ser alterada e dado que tudo que temos sdo duas amostras independentes a margem para
essa alteragao é um pouco apertada.
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Inicialmente poderiamos considerar a possibilidade de substituir a funcao de distribuicdo con-
jecturada por uma das funcoes de distribuicdo empiricas em razao da hipétese nula afirmar que os
dados que temos sdo provenientes da mesma amostra e como sempre calculamos a distribuicdo de
probabilidade assintdtica da estatistica de Anderson-Darling sob a hipdtese nula ser verdadeira (
na verdade calculamos as distribui¢oes assintéticas sempre desse modo ) isso a principio poderia
resolver o problema. A questdo é que a estatistica deve se definida também levando em conta o
que ¢ afirmado na hipdtese alternativa que no nosso caso diz que temos duas distribui¢oes distintas
para as amostras e ndo uma. Uma forma de contorna essas dificuldades é através de uma funcao
de distribuicdo empirica que é a combinacdo convexa das distribuicbes empiricas de cada uma das
amostras.

Definic¢io C.16 (Funcdo de distribuicdo empirica de agrupamento). Considere X1 := (X Z-(l))ogignl
e X@ .= (Xi(Q))OgignQ duas amostras aleatorias independentes com fungoes de distribuicdo F} :
R +—— [0,1] e F5» : R — [0,1] respectivamente. Considere também E(L}) : R — [0,1] e
E(Lz) : R — [0,1] as fungdes de distribuigdo empiricas associadas as amostras X M e X res-
pectivamente. Definimos a funcao de distribuicao empirica de agrupamento para duas amostra
por
3 M g N2 (2
Hyy oy () = ——FED(2) + ——FP(x C.29
noa(@) = B @)+ 2 R2) (C:29)
Para ver como a funcdo definida na equagao (C.29)) atende as condigoes que identificamos nos
paragrafos iniciais dessa subse¢do vamos definir a versao ndo empirica dessa funcao

ny n
Hm,nz(x) = 7F T 2

+ —F C.30
ny + no ( niy + no Q(x) ( )

Agora note que sob a hipdtese nula a fungao de distribuicdo Hy, n, ( pois é a combinacao convexa
de funcgoes de distribuigdo ) é simplesmente igual a F} e Fy. No contexto da hipdtese alternativa
olhamos para uma combinacdo convexa das distribui¢des que temos com ponderacao dada pela
proporcao das amostras que possuimos de cada uma das distribui¢cbes. Por outro lado como as
fungoes de distribuicdo empiricas convergem uniformemente e quase certamente para as fungoes de
distribui¢do populacionais ( conjecturadas ) temos que

|ﬁn1,n2(x) - Hnl,n2($)| =

M pMW gy "2 p@y o (T "2 -
@)+ i) - (SR + R

M (ED (@) - Fy@) + "2 (PO (x) - FQ@:))\ <

ny + n2 n1 + no
M aW n2 (2) () —
< ——. Fy(x) Fl(w)‘ + . ’Fm (x) Fg(a:)‘ <
< |[EV(2) — Fu(@)| + |[BP(2) — Fa(z)| <
< sup{[F{)(x) - F1<as>|} +sup{|ED (@) — Fy(a)]}.
xeR xeR
Ou seja,
’I:Inl,m (:L') — Hyy iy (:L')’ < S‘éﬁ{‘ﬁ’rg})(ﬁf) - ’} + SUP{‘ FQ( )’}
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Logo

itelﬂgﬂffm,m (2) = Hp, ny ()|} < ilelﬂg{lﬁﬁ)(fv) — Fy(z)|} + ilelﬂg{@é? (z) — Fa()|}-

Aplicando o teorema ( Glivenko-Cantelli ) na desigualdade acima obtemos que

lim lim sup{’ﬁnlm2 () = Hpy o ()|} =0 qec.

ni,ng—+00 nay—>—+00 2R

Portanto o estimador H,, ,, ¢ fortemente consistente. Como a principio deveriamos substituir a
fungdo de distribui¢do F'x no produto interno {., y)aop na formulagdo para uma amostra pela func¢ao
H,, n, para o caso de duas amostras, mas a unica informagao que temos sao as duas amostras

independentes X (V) = (Xi(l))()gignl e X@ = (XZ»(Q))()@-@IZ vamos definir entdo um versao empirica

do produto interno (., )ap tendo por base o estimador Hy,, p,.

A

(F,GYAD-amostral 1= JR F(2)G(x)w(Hpy ny () dHpy g (2) (C.31)
Agora que ja temos um produto interno é preciso alterar ligeiramente a formulagdo dos proces-
sos empiricos para uma classe um pouco maior de processos chamados de processos de contraste.
Basicamente um processo de contraste é um processo empirico em que substituimos a funcao de
distribui¢do conjecturada F'x por uma segunda funcdo de distribuicdo empirica para uma outra
amostra de X independe da primeira.

Definigdo C.17 (Processos de contraste). Nas mesmas condigoes da defini¢ao chamamos o
processo estocastico (Cp, n,(2))zer definido por

nin ~ A
Criina (@) 1=y [ = () (@) = (@) (C.32)

Com o produto interno em maos podemos seguir basicamente os mesmos passos que fizemos
para definir a estatistica de Anderson-Darling para uma amostra. Passamos entdo para a definicdo
da norma no espaco dos processos de contraste.

H(Cnl,ng ‘ ’AD—amostral = \/<Cn1,n27 (C'm,ng >AD-amostral (033)
Com esse objeto podemos definir a estatistica que iremos trabalhar nessa subsecgao.

Definigao C.18 (Estatistica de Anderson-Darling para duas amostras). A estatistica T;:‘LDn2 (XM, x@)
definida por
AL (X, X)) .=

ni,n2

H(Cnhn? ’ ‘QAD—amostral (034)

¢é chamada de Anderson-Darling para duas amostras

Assim como no caso para uma amostra temos pela férmula do processo de contraste Cy, p, que
podemos escrever a estatistica (C.34) do seguinte modo

ning
niy + no

£

~ 2
TAD (X(1)7 X(2)) = ni F7(lz) ‘ ’AD—amostral'

ni,n2

Nessa formulagdo vemos claramente que a estatistica de Anderson-Darling para duas amostras
busca comparar a discrepancia entre as duas distribui¢oes empiricas segundo uma métrica empirica
baseada nos préprios dados disponiveis. Um outro aspecto importante a ser observado é que em
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geral a funcao peso w adotada para o caso de duas amostras é a mesma que no caso anterior, entao
boa parte das intui¢cdes que desenvolvemos para o caso com uma amostra continua valendo inclusive
as observacoes sobre o poder do teste de Anderson-Darling em relagdo ao poder do Kolmogorov-
Smirnov.

Pelos desenvolvimentos feitos até aqui temos que o procedimento de teste para o Anderson-
Darling duas amostras é o mesmo que fizemos para o Kolmogorov-Smirnov duas amostras, mas
infelizmente ao contrario desse tltimo nao é tao simples obter uma expressao para a distribuicao
assintOtica da estatistica do Anderson-Darling e portanto somos forcados a trabalhar apenas com
aproximacoes dessa. Felizmente existe boas implementacdes dessas aproximacoes nos principais
pacotes estatisticos dedicados aos teste da bondade do ajuste.

C.6 Testes para duas amostras. Versao 1.0
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